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Poznémky ke 4, vydéni

Skripte jsou hojné& ufivéna ve cvilenich k zékledni prednédsce z mechaniky,
Proto jsme po rozebréni predchoziho vydéni pristoupili k nové edici. Zprvu jsme
uvefoveli o ddkledném preddldni textu. Zjistili jeme v3ek, %e podstatné preddl4-
ni predlohy by bylo velmi néroZné a pravd&podobné by vedlo ke vzridstu poltu
tiskovyeh chyb, Omlovéme se zu ndkteré zestaralé formulace & terminy, nepl. za
u2{véni terminu hmota misto hmotnost a 2a ufit{ i jingch jednotek ne% jsou
jednotky soustavy SI. Douféme, %e Vém uvedené nedostatky neznepi{jemni pr{1is
préci se skripty a piejeme Vém mnoho zderu pfi FeSeni prikledd.
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l]. Xinematika bodu

Resené piiklady

1. Fapiste parametrické rovnice pro pohyb hmotného bodu, JestliZe hmotny bod
ge pohybuje po kruZnici 8 dhlovym zrychlenf £=1 s™2, gruznice mé stied v polédt-
ku soustavy soufadné a polomér R = 2. V tase t =0 je hmotny bod v klidu a naché-
z{ se v bod¥ o soufadnicich [0,2]. Urdete té% teiné a normélni zrychleni pohybu.
pro viechny délkové rozmiry uvaZujeme stejnou jednotku napr. m nebo cm.

fieson{: Parametrické rovnice pro obecny pohyb po xruznici polomsru 2 se atie-
dem v potétku soustavy souradné napiZeme v tvaru

x; = 2cos ? (%)
x2 = 2 gin ?0 (t)
Ghlové zrychleni
ap
¢ - L
at?
tedy
a2y +2

= 1=

;t—é— —2_'0'6()01;"‘;?

w, je oznatena hlové rychlost a 7 Ghel, ktery svird priivodi& bodu s osou x
v tase’ v = 0.

Z podminky, %e hmotny bod v Sase t = O je v klidu, plyne, Ze uhlové rych~
lost ’

w = = t +4& pro cas t =0

ar
at

Je nulové a tedy W, = 0. MiZeme psét 5

x; = 2 cos (-—2-+}f,’)
t?
x, = 2sin(-2—-+}f)
a dosadime-1i podminku x; = 0 a x, = 2 v dase t =0
0=2cos
2 = 2 8in ﬁ

dostédvédme z kterékoliv z t&chto rovnic, Ze ?2 = ‘%L

Hledané parametrické rovnice maji tvar

2
- L
x, = 2 cos (5 + 3 )
t2 Lin
x, = 2 sin (-5_ + —5.)

Te8né a normdlové zrychlenis

Vypo&teme rychlost pohybu v (vy, v,)
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ax) 2
e = -2t 8in (—5— + -5")

dxo 12 g
reati 2% cos (—9—+—'§—)

a zrychlenf & (8 a2)
2 t? T

-2sin(—-§—+—-2—)-2t coa(2 + 2)

d211
at2
d%x; 2 r 2 g
——— —— S— - 2 —— m——
2 cos(2+2) 2t sin(2+2)
v 1
Teind sloika zrychlen{ a; = ( E,}—;-) —_—

— 1
ay = 5. o2

Vi+v2

8 vy

.[ztsin( y 2 8in ( )+4t3

) + 2t cos ( ) 2 cos ( ) - at3

1
)] = it

—- ]

- v — 2 T 2
Vektor a, = &, — » tedy a; (-28in (—2— + =5 ), 2co8 (—5— + -3-))

gin ( ) cos (

sin ( ) cos (

—

E: + a—: a tedy s uvdfenim vyrazu pro a

2 £2
T (- 24 a0, - 202 et (o T )

a = je normélové zrychleni

2
a jeho velikoetl a, 2t2
av v2
Pro urten{ a; a a, lze téZ vyuZ{t vztahQ at = —33~ a 8y, = —{~° Vyjdeme-1H

12 a
r av _

ze vztahu f = -—— 4 , dostavdme v = R Tl 2t, tedy 8 =g = a

2. Napiste parametrické rovnice bodu, ktery se phybuje po primce o rovni-
cily="2x+3

a) rovnomdrnym primo&arym pohybem s rychlost{ v = 5 cm/s,

b) rovnom¥rnd zrychlenym primotarym pohybem se zrychlenim a = 10 cms™?,

jehoZ rychlost v Case t = 0 je 5 cm/8,
¢) harmonickym pohybem o amplitud® A = 5 cm a uhlové frekvenci & = 105‘%

jeho? rovnovéiné poloha mé souiasdnice [0,3].

V éase t = 0 nechf mé bod sou¥adnice [0,3]. Délkové rozmdry uvaZujte v cm.

fesen{: Pi{mka o rovnici y = 2x + 3 svird s kladnym smérem osy x uzel &,

4 .
pro ktery plat{ tg o= 2, 8in X = a cos8 & = —52 . Primka protind osu x

v bod& [-1,5; 0] a osu y v boas [0,3].

a) Pro rovnomdrny piimodary pohyb v rovin¥ x, y plat{ parametrické rovnice
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X = vxt+x

0
y = vyt+y°

7 podminky pro polobu bodu v fase t = 0 plyne x, = 0 a y, = 3. Hodnota v, =

=vocoaos, V.=V 8in ok nebo v = -v cosX, V= -V sino podle toho, v kterém

smyslu se bod po pFimce pohybuje. Odpovidajic{ parametrické rovnice s ji tvar

Vs ¢
= 2V5t+3

-\V5 t
-2 V@’t + 3

b) Pro rovnomdrné zrychleny piimo¥ary pohydb v rovin& x, y plati parsmetrické
rovaice

l. x =

2

2
5 axt
2

X = + Vv
oxt+x

0
y = a, t2 4 v t +
2 ¥ oy Yo
— )
Podle sm&ru zrychlen{ a a poldtedn{ rychlosti 7: dostaneme tyto piipady

~>
1. a8 = (ag, ay) = (a ¢c08 X, a 8in )

= (vox,v ) = 8in o)

oy
= (a cosot, a sin o)

(- v, 8in o0)

(vy cos Xy v,

800, =
co r =Vo

(- a cosod, -a 8in o)

(vo cos , v sin x)

(- a cos v, -a sin )

(‘ v Binw)

o ©08 Xy =V

o

poduinky potdtedni polohy bodu dostédvéme Xo = 0, J, = 3. Pro jednotlivé pripady
ostaneme pak tyto parametrické rovnice

V_§t2+ \/gt

y 2V5 12 4 2 V5 ¢t 4+ 3
Vs t2 - V5t
21512 - 25 ¢ + 3
-V5 12+ V5t
-2V5 174 25t + 3
V5 t2- 5t

= -2V5t2 -2 \/5t 43

¢) Pro harmonicky pohyb po dané piimce plati

1. x

x = Axsin(wt+§0)+x

Q
y = Ay sin (wt *?) + yo,

de Iy . rd N y
€ l’tx a Ay jsou prim&ty amplitudy do prislusnych 08 a X,, ¥, Souradnice rovno-
g2ného bodu (bodu kolem kterého se kmit kond). V case t = 0 se hmotny bod na-
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cnéz{ v rovnovéZné poloze [0,3], hodnota fézového tnlu # je proto rovma O. Pri~ |

2
mEty A, = A'jéi a ‘y = A ‘;Gi Po dosazen{ za @, X, a y, dostévéme parametrické
rovnice '
1.x = V5s8in10 ¢
y = 2V5sin10t + 3
nebo
2, x = «\58in1l0t
y = =-2\V58inl0t + 3

7da nastane pripad 1) nebo 2) urduje smir rychlost{ v &ase t = 0.

3. Dva body se pohybuji rovnomdrnym p¥{modarym pohybem po p¥imkdch, které
svirajl uhel o a protinaj{ se v bod¥ C. V tase t = 0 se prvn{ bod nachéz{ v mist
A vzddleném d, od prisediku C a jeho rychlost v, smdruje k bodun C, druhy bod se
nachdz{ v mistd B vzddleném 62 0od C a jeho rychlost v, rovnéZ smdiuje k bodu C
(obr.1,1la). Urcete tasovy pribih vzddlenosti s obou bodd, naleznite jejich vzdé~

A

M

B C
obr. 11a

lenosti a, b od bodu C v okamZiku, kdy vegddlenost bodd je minimélni (smin)’ Urte=~
te za jekych podminek se body saetkajl (s = 0).

fleden{: Kartézskou soustavu souradnou zvolime napf. tak, Ze poédtek bude v b
ds C a osa Xy bude leZet ve sm&ru pohybu druhého bodu (obr. 1,1b). V této souste-
v& jsou parametrické rovnice pohybu prvého bodu

le = -vyt cos & + &3 cos &<
Ix? = - t sin X + d; sin X
a druhého bodu
Ile = v2t - d?
IIx2 = 0
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o)
41
d,
B ey
C——-.> C x‘
4
obr 110

Pro Sasovy prib&h vzdélenosti bodl s dostédvdme

\/(Hxl - le)z +k(nx2 - Ix2)2 =

(1)

2 2

= \/?vgt - d2 + vlt co8 oL ~ dl cos 00) % «+ (vlt sin oL - dl ain %)

d
Extrém vzddlenosti nastane, kdyZ 3% = 0, tedy kdy%
(vzt-d2+vlt cosao-dlcosob)(v2+vl cos o) + (vlt sin o - d) sin oU) 2 sinee
= Q

\ﬁv?t - d2 + vlt cos o€ = d; cos 06)2 + (vlt sin X - dl cos )2 (2)

Vyloudime~1i pi{pad s = 0, je vyraz (2) roven nule, kdyZ je roven nule jeno tita-
tel. pPoloZime-1i &itetel roven nule, dostévéme pro hodnotu &asu odpovidajici ex-
trémni hodnotd& vzddlenosti, kterd podle povahy prikladu musi bft minimdlni vzdd-
lenost{

. Vo dl cos oL + vldl + d2v2 + v1d2 cos oC (3)
vie vg + 2v,v, cos®

Dosadime-11 do parasmetrickych rovnic pohybu tnin DO ¢as t, dostdvéme pro vzddle-

nost prvého bodu od priiseciku C v oksmfiku minimélni vzdélenosti 8 . bodtt
v, d

2
Ivl d2 cos L+ Vv - vlv'_)dl cosoﬁ-l

a = !dl - Vl "mml = v2 -
1+V','

a pro vzdédlenost druhého bodu
|v:2L d, cosol + vyvpyd) - dzvf - V1V05 cos X

b = [ v.t -4a l
2’'min 2 2 2
vy + v2 + 2v1v2 co8 o« -

- 11 -



Body se setkxaj{, kdyZ 8 = 0. z (1) plyne, %Ze 8 = 0, xay¥

vzt-d2+v1tcosd.-dloosw= 0

a goutasnsd
(vit - 4;) sin X = O (&)

pruhy vyraz Jje roven nule, kdyZ buld sin« = 0 nebo vt - 41 = 0
Kdy# sinoc = 0, cos =% 1 a prvni virez z (4) je roven pule pro
t'u v pFipadd cos & =+ 1 (5)
V.t Y, prip
-dl + dg

a pro t &8 ————o v pFipad® cos o = = 1 (6)
Tedy v p¥iped¥ sin X = 0 a co8 o= 1 stretgutd (s = 0) nastene v &ase daném vy-
razem (5), to odpovidd pohybu bodf proti sobd ¥ jedné primce. V piipadd sin < =

= 0, co8 &K= ~1 stietnut{ nastene v Zase daném vyrazem (6), to cdpovidd pohybu
bodft v jedné p¥imce stejnfm smirem. Zde nedojde k stietnut{ v piipsedd d2 >4,

a soutasnd vy >V, nebo v pi{pad’d dl>d2' v, >V, 8 té%2 v piipaedd vy = Vs

d2 ¥ dl'

Je-11i v druhém vyraze z (4) vt - 4, = 0, je t = dl/vl a ve stejném tase musi byt
anulovdn i prvni z vyrazi (4).

Dostévédme tak podminku

dp + d1 cosl a1
v, + V] coB B2

z které plyne

dzvl = dlv,z ’
cof jest podminka, aby 1 p¥i pohybu po riznobdZkéch nastalo setkéni bodd. V této
podmfnce jsou zahrnuty i specigln{ pripady

dl = 0 a soucasnd v, = 0, 4, =0 a soulasnd v2 = Q,

2

d, = 0 a soutasnd d2 0.

1
pri vysetfovén{ kdy s = O jsme vypoudtsil nepohybovy pripad, kdy vy = Vv, = 0 &
vidy jsme d) a d, pokladall jakoZto vzddlenosti za nezdporné veliciny. )

4. Vlak jede po pi{mé trati kxonstantni rychlost{ u. Automobilista jedouci
po silnici rovnobdZnd s trati stélouv rychlost{ v nam&ril, Ze piri potkévéni mine
vlak za cas 1y, pii predjizd¥ni za cas Ty Vypotitejte délku vlaku £ a rychlost u,
je-1i znédma rychlost automobilu v. (Vozidla se “potkaji", jedou-li proti sob&.)

ReSen{: Mohou nastat ti{ pripady: 1. v >uj 2. V = U 3. v<u.

1. Automobilista mé rychlost véts{ ne? je rychlost vlaku, pri preajizd¥ni
predjede automobil vlak. Platd

£

L]

(V - u) t?
o pii potkéni

(v + u) tl

a odtud
V(t? - tl)

t2+ tl

2 v ty, ¢t
Z=-r‘—l'r2-
2+ ']

5. PFi predjiZddni zjist{ eutomobilista, Ze jeho rychlost je stejna jako
rychlost vlaku
u = Vv
pii potkéni pak z doby t urd{ a4élku vlaku

{ = 2vt1

3. PEL predjfiZd¥én{ pFeajede vlak automobilistu
(wu-v)t, =¢
a pFi potkdni
(u + v) v, = 4

odkud plyne
v (t2 + tl) f 2v t1 ¢
wos TR . = TR, - 4

5) Urdete slofky rychlosti a zrychlen{ bodu v poldrnich soufadnic{ich. Vy-
jédtete v polédrnich souradnic{ch parametrické rovnice, rychlost a zrychlen{ po-
hybt.

a) x3 X ein (@ sinwt)
x, = =-/Acos (% sinwt)

b) xl=at

x2 = b t

c) X, = at + d
x2 = bt

a) xn = at cos &t
x, = at sin Wt

feseni{: Vztah mezi poldrnimi soufadnicemi R,  a kartézskymi X3, X, je dén
rovnicemi

x, = Rcos 4 R = xi + xg
%5 (1)
X, = Rsin ¥ ¢ = arctg %

Budeme hledet sloZky vektoru rychlosti V a grychleni a v soustavs soufadné,
jejiz osy jsou pro kaZdy bod dény smirem rastoucich soufadnic R a . Tyto osy
jsou vzéjemn¥ kolmé. Na obr. 1,2 jsou vyznateny jednotkové vektory 5; a :; ve
sm¥rech obou 0s8. -S10ZkKy vektort a a v do smdru rostouci souradnice R oznac¢ime vp,
ap 8 do smdru rostouciho }’v!? aap. Pro sloZky Vg, Vo 3 8R» ag vektora’?-a—a'
plat{ vztahy

- = — =

Vg = V . 8 Vp-= V . &g
- = - = (2)

a,R = a8 . 6.8 ar = a . 070

2 (1) plyne pro kartézské sloZky vy, V, vektoru V.
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e

poznémka: P¥o védlcové soufadnice R, £, 23 x; = R cos 7, x, = Rsinf a xy
= z plati pro Vo, Ve, ap, ap stejné vyrazy jako pro poldrn{ soufadnice v roving

a pristupujl dalsi jednoduché vztahy 5
dz d-z
Vz = "Gt & & = T3
at
pro sférické souradnice 4, A ' f s x; = Aein b cos ¥, x, = A sin 2}‘ sinf a x3 =
lze zpfisobem analogickym zde provedenému odvodit

M a, = %—3—;— r[(:f) <ZT?) sin-ﬁJ

A2 it '/%," 7:75 r (:1":}) - r(:—f‘)z sin B cos b

= 1 d al 2
v - mmy m ¢ o

a) je parametrické vyjddien{ v poldrnich souradnicich
A

¢° sin wt __15"_

=0, Vp = r¢°wcos wzh

obr 12

2 2 2 ’
= - /L¢ozw cos wt = nfw wuwl

a’o =
T — cosf - R 9t sin { Pohyb a) je pohybem koncového bodu matematického kyvadla pro obvykle uvaZované

ax, ar pFibliZné Fesen{ platné pri malych uhlech ¢° .
v, T - sin{ + R—-coaf’ ;

pohyb b) R ng + xg = tVag + b2, ve = \/a2 + b2, ap = 0
a pro kartézské sloiky a;, a, vektoru a R

dxl

a —_—
1 atv at” dt

| arotg — Vo = 0, ay = 0.
av d?R a a2y # f
- [ ( f)] cos [ - [? 3 2

\/xl + 12 \/(a + b2) t2 4+ 2atd + a2

2 1
davas a’r R(d?\ J sinf + [9 . K " arclg o334 at + d
8, at T | g¢2 0 \aty -

dR 2 2 bd
B — 3 dT = t (a +b ) + ad =

’ v = R it
. o a‘t
Kartézské sloZky vektord ep a eg jsou (viz obr. 1 \/(a"; + bi)tz N 2‘ a-d__——zt + d ? \/z32+ b2)t2+ 2adt+d2

cos ¥ ey 1 at a
' | B =g f
sin °, . tg wi; = Wt }

Drahou phybu je Archimedova spirdla
Dosadime-11 (3) a {5) do (2), dostavéme

_ 4%r @72 2
R - "%, " YR, T Tat ‘ '* 1
1°R, 2R, " ae = —- L (g4l .
2 2 iR, - ap 2 ' 7 R dt E
v = \vp+vp = =
. g
Vf = Vlv?l + V2e702 = at

Dosadime-1i (4) a {5) do (2}, dostaneme

ag
1 4 2af
= T R )




Ulohy

e bod, jehoZ paramatrické rovnice majl tvar

1. Po jeké kiivce se pohybuj

x1 = ¢ 8in wtd
= wt
x2 d cos8s

(e d,w Jeou xonstanty).
Zjistdte, zda se jednéd o pohyb rovnomdrny @ ur
tetnd sloZka zrychlen{ nulové.

2. Urtete dréhu pohybu daného rovnicenmi

x3 = 3 + 4 co8 t
x, = 2+ 58in t

jeho rychlost, gzrychleni, tetnou a pnormélovou sloZku zrychleni.

3. DokaZte, Ye pro rovnom$rng kruhovy pohyd

x, = R cos Wt
X, = R sin wt

(R, W Xonstenty) plati

2
—;;5— + W xl = 0
d2 x
__—-a + w2 X, = 0
as? 2

4. DokaZte, Ze pro primo&ary rovnom3rnd 2
zrychlenim a & polohou mmotného bodu x vziah

vZ = v% + 2a (x - xo),

kde Vv, je rychlost a X%, poloha bodu Vv tase ¥t = 0.

5. Stanovte, jaké pohyby Jjsou dény nésledujicimi parametrickjmi rovnicemi

X
a) x = sin 4%; t b) x; = co08 t

X = X
x, = sin ~5 t x, sin 5 t
c) x = cos’ 4§-t a) x; = cos —%1 2
- 2 & - T 2
xz = 8in > t X, gin —5_

6. Pohyb hmotného bodu je dén rovanicemi

a) x; = A cos Wt b) x; = & cos wt
x, = B oos 2W*% 12 =
Urdete rovnice drdhy a nakreslete je pro A=8B=1

B cos 3 wt

7. Urtete parametrické rovnice pohybu hmotného bodw,
vdlce valiciho se po roving.

- 16 -

sete, v kterych bodech pohybu‘
&, Bod konéd harmonicky kmit, v ¢ = 3 =
' , Vcase t =0 je x, =0, v, = 62,8 cm/s a bod vykond

rychleny pohyb plat{ mezi rychlosti v,

kxtery se nachdz{ na obve
v s vy, 3. P wt, R = P

———

yélec md polom&r R, jeho stred S se pohybuje konstantni rychlosti v,. V Case
4 = 0 se vysetrovany hmoiny bod dotyké& roviny. Nejddte téz vyrazy pgo rych-
lost a zrychlen{ hmotného bodu. Je Vv n¥které fézi pohybu rychlost hmotného
podu vaci ::viné nulov4? Porovne jte rychiost & zrychleni v soustavé soufadné
evné spja s rovinou a v soustav I 4 i té

zouvé T eeet stredn viies ;ifé souiadné, kterd se vici této soustavé po-

\ kterém bod& dréhy pri Sikmém vrhu x. = V t = = V + _§_ 2 t
y l 01 14 x2 02 t 2 t .‘]e eé-
né Slozka zrychleni nuloVé.

za minutu 120 kmité. Napiste rovnici drdhy.

pohyb bodu je dén parametrickymi rovnicemi

x) =15 t?,  x, =4 - 20 12

Urdete drshu bodu, vypoitete velikost rychlosti a velikost zrychleni bodu
Jak dlouhy je usek dréhy mezi soutadnymi csami a za jak dloubo jej bod pro-
bshne. Uréete téZ velikost

rychlosti v bod& na ose x; a na ose x, a primé&rnou

rychlost v useku mezi osami. Délku poklédejte za udanou v cm a éis v s

- Napiste parametrické rovnice pro pohyb hmotného bodu, ktery koné harmonicky

pohyb v p¥imece x, = x; - 4. RovnovéZné poloha je v bodd A [+2, -2], amplitu~
da § = 2\/5, doba kmitu T = 8 8 a v Gase t = O souradnice bodu jsou [4 0]
délkové rozmdry uvaZujte v m nebo cm. ’ ’

Je pohyb dany rovnicemi

\ x; = Rcos Wt
| x2 = R ein Wt
x3 =k t

rovoom¥rny? R, k a U jsou konstanty.

. Pohyb je dén parametrickymi rovnicemi

A sin Wt
B sin (Wt + oU)

X3

|
t
x

PrepiZte jej do 4 4 =
P jed polérnich soufadnic X R cos ¥; x2 = R 8in ¥ a urcete sloi-

ky rychlosti vy, jﬁ a zrch;eni ag, ayp . Urcete t4% plodnou rychlost pohybu

= 2| 2L
p > R | = [
+ a) DokaZte, %e rovnice

P
. 1+ & cos¥
;edr:v?ici k?zeloseéek v polérnich soutadnicfch R, f . Poldtek soustavy sou-
adn R = 0) je v ohnisku kuZelosetek. Stanovt

. e velikost &

bolu a hyperbolu. pro elipen, peres

R

b

) Urdete sloZky rychlosti Vgr Yy o plosnou rychlost v_ a sloZky zrychlen{

ap, ap v piipadd, Ze hmotny bod probfhé elipsu s konstantni Ghlovou rychlost{
T 58 . M{if v tomto p¥ipadé zrychlen{ do polédt-

ku soustavy souradné, tj. do bodu R= 0 ?

E - 17 -




15. Stanovte parametrické rovnice, sloZky rychlosti v,, vi, vV, a slofky zrychler

y 84 a8, Ve stérickfeh soufadnicich
8y y g

x$=r sin%cosr
X, =T sinzﬂ sin ¢

2
x, = r cos tb

pro pohyb hmotného bodu pohybujfciho se rovnomsrnd po povrchu zemd (pfedpo~ ;

klddéme idedln{ kouli o polomsru R) ve sm¥ru a) polednfku, b) rovnobiiky,
¢) ve sm&ru Jihovjchoénim,Virazy pro sloZky zrychleni a rychlosti viz pognda
ku u Fedeného piikladu 5.

Stanovte jakymi analytickymi vyrazy je moZno vyjddiit nam¥iené vysledky uve-

dené v tabulkdch
a) t(s) | x(cm) b) t(s) | x(cm) e) t(s) | x(cm)

0,29 Y 1,3
1,25 - 1,4
1,28 - 1,7
0,36 + 2,8
-0,88 14,5
-1,40 35,8
-0,94 69,1
0,22
1,21

2
59
14,0
26,3
42,8
63,5

(]

@ =1 Ov\W» W

Dva vlaky jedou vedle sebe po rovnob&Znych kolejich, prvni{ rychlost{ vy d
hf rovnobdin¥ s nim rychlosti Voo V okamZfiku kdy se okna mi{jeji (jsou na spq
le&né kolmici ke sm&ru pohybu) hodime znémym ve druhém vlaku balf{lek rych-
lostd Vo Jekym sm&rem musime baliiek hodit, aby vletdl do okna ke znimym?

Po rovné silnici proji%d{ tank rychlost{ 80 km/hod. Vojék s pancéiovkou je
kolmo vzddlen od silnice 30 m. Vystrell v okamZiku, kdyZ tank je od n&j vzdd
len 100 m. Jaky uhel oC musi svirat smér vystielu se smirem,v kterém vidf vd
jék tank v okamZiku vyst¥elu. Rychlost stiely v = 50 m/s.

Jakou nejdeld{ expozici je moZno volit, chceme-1li vyfotografovat zévodni au
tomobil jedouc{ po silnici rychlostf{ v = 200 km/hod. Nase vzddlenost od sil
nice je h = 5 m. Auto fotografujeme, kdyZ epojnice mezi ndmi a autem svird 4
silnic{ vhel o« . Nejvyds{ pFipustné posunut{ obrazu na filmu {rozmazénf) bud
me predpoklddat d = 10™2 mm a ohniskové délka objektivu £ = 5 cm.

Jizdn{ ¥4d ¥{énfho parniku uddvd pro jizdu z m&sta A do m&sta B 3 hod., z md
B do m&sta A 2 hod. Ri{tn{ cesta mezi mfsty A a B je dlouhd 30 km. Jaké je pi
poklddand primsrnéd rychlost parniku vaéi vodd v, a prim&msg rychlost proudu ¥

M&jme dva hmotné body, které se pohybuj{ v téZe p¥fmce. V Case t = 0 jsou bd
dy vzédeny 10 m. Bod A se pohybuje pifmodarym rovromérnym pohybem rychlost{
= 3 m/s. Bod B se pohybuje rovnomgrn& zrychlenym pohybem se zrychlemm

aB = 0,1 m/s a poéateéni rychlost{ vy = 1 m/s. Vektory aB a vB jsou souhl ad

n¥ rovnob&iné (aB k vB, k > 0). VyBetfete, kdy a kde se body potkaji, kdy3

—
a) body se pohybuj{ proti sobd (;;'= kv,, k <0),
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b) body se pohybuji stejnjm smérem (v; = kv,, k > 0), bod B dohdns
bod A,

c) body se pohybuji stejnym sm&rem, bod A v prvni f£dzi pohybu dohdn{
bod B.

Dva hmotné body se pohybuj{ rovnomZrnym p¥{molarjm pohybem, prvni Z bodu A
[0,1] rycmlostsf v (3, =2), druhy z bodu B [0, -1] rychlost{ v (6,4). Urse-
te priise&i{k drah obou bodli. Najd&te vektorovy vyraz pro éasovj prib&h vzd-
jemné polohy obou bodfi, urdete Zaa to’ kdy jsou &1 dva body nejbliZe, nejmen-
81 vzddlenost obou bodd a &asovy pribih uhlu, kterf svird spojnice obou bodf
8 drahou prvniho bodu. Délky uvaZujte v m, &as v 8.

Viz se mhZe rozjiZd&t nejvyse se zrychlenim a, bredit nejvise se zpoZdinim
taktéZ rovnym a. Jekfm zpisobem lze t{mto vozem nejrychleji projet usek dré-
hy L, vyjiZdi-1i vz z klidu a na konci drdhy se md gestavit. Udejte tuto

ne jkratd{ dobu a nejvyssl rychlost, kterou p¥i tomto pohybu viiz dosdhne.

Bod se pohybuje rovnom&rn¥ po logaritmické spirdle, tj. krivce, kterd v po-
lérnich soursdnicich mé rovaici R = a e°f (a, b > 0 konstanty, e zdklad
pFirozenych logaritmii). Jak se m¥n{ zrychleni se vzriistajfic{ hodnotou F
(stad{ kvalitativn{ udaj).

Zrychlen{ bodu, ktery se pohybuje po primce, je p¥{mo Um&rné rychlosti bo-

du a m{f{ proti sm¥ru rychlosti (a = -kv, k >0), Urete zévislost dréhy
bodu na &ase,




Dynamika hmotného bogdu

Redené pi{iklady

1. Automobil hmoty m =
né grychleni a; = 1 m/sg. Pri vjezdu do zatdtky mé automobil rychlost Vv, =

= 30 km/hod. Stanovte &asovy priibéh s{ly, které na automobil pdsobf, ¢iseln& vy~

jédFete sf{lu pii vjezdu do zatdlky a po dvaceti vterindch j{zdy zatd&kou.
fReseni:

- Q
Zrychlen{ automobilu a = E:'+ ;:, kde a; je teind slozka zrychleni a ;:.normé-f

lovéd sloZka.
(agt + vo)2
8 = R ’
as t = 0 odpovidé okamZiku, kdy aeutomobil vji%df{ do zatédky.

= ‘/ 2 2 = 2
Velikost a aj + ap \/;t +

Velikost

(agt + v)?
R?

Pro velikost s{ly dostévéme z 2. Newtonova zdkona

5 (att + v°)4
m\ (a3 + 3
R

P = ma =

Ghel o mezi smérem rychlosti auta a smérem zrychleni ;9-je dén vyrazem
(ayt + vy)?
te oo = _ 28t )

at R a4

Ghel sily ke smdru rychlosti je téZ o, protoze sm¥r sily je shodny se sm¥rem

zrychlenf{. ({seln¥ dostavéme pri vjezdu do zatadky
2
Vo 8,3?

{ I —— = [ =
ay(0) = — 200

a tedy P(0) =

0,35 m/sg; a(0) = 1 + 0,352 = 1,06 m/s

ma (0) = 1060 N = 108 kp; tgoc(0) = 0,35; ti. o< (0) = 19°20°.

Po 20 s jizdy
(t ag + vo)?

a, (20) = 7

2

m
a(20) =V1 + 4~ 4,12 73~

F(20) = 4120 N 420 kp, tg o (20) = 4, o (20) = 76°.

2. Osv&tlovadlo vdhy G = 100 kp mé byt zavddeno na tri zévgsy, jejichZ maxi-;

méln{ dovolené zat{Zenl Py = 80 kp. Z konstrukénich d@vodfd mus{ nad osvdtlovadlem
z8stat kruh o polom&ru R = 1 m, v kterém nemfiZe byt zdv&s upevnin. V jaké nejmen-
5{ vzddlenosti h od stropu miZe byt osv&tlovadlo.

' 1 ovadla‘

h £ho sm3ru

W tavéme
1000 kg jede zatddkou o polom&ru R = 200 m. Jeho ted-

podminka rovnovéhy dévé
— - o
?’

oeni® —
T+ P+ P 4G =
1 2 3 - .
jsou vektory sil piendsenych zdvisy a G vektorové brand védha osvéi-

—>  —
P, 8 Fy
predpoklddéme-11i symetrické rozloZen{
L 4vEsUs které je pro nadi Globu nejvyhodn&jsi,
_ yegmeme-11i slozku rovnice rovmovéhy do svis-
i (kladn§ smdr osy mi¥f vzharu), do-

—
cde F1s

*—11
-----—-—.u—-j—___?

3P cos < -G = 0.

prenésené kterjmkoliv vléknem je
hel mezi svislym sm&rem 8 smErem
2,1) a G je vVe-

elikost sily

»

pzpnatena P, v
gvisu Je znacen o& (viz obr.

jxost véhy osvétlovadla.

pro mezni dhel Xy dostdvéme podminku

cos 0 = C/3Py, = 5/12,

Wzadlenost hpy je pak déna rovnici

h = K/tE06, = 0246 D
74 mend{ vzddlenosti h sila pirendsend zdvésy

) rekrod{ hodnotu F .

obr 2,1

3. Jaky pohyb koné_ggotnj bod Vv tihovéeésoli zemekém, miZeme-11 QESOI 2:9-
stfed{ vystihnout silou F umérnou rychlosti v miffci proti rychlosti (F = -kv}

Redend :
pohybové rovnice hmotného bodu Vv uvedeném pripad® mé tvar
i ar

at

—>

= mg -k , , (1)

m
at2

- .
Bciec T je oznaden polohovy§ vektor bodu a & Je gravitaén{ zrychlen{. Zvolime-1i sy-

stém soufadny s vodorovnou osou x; & svislou osou X, niir{ci vzhfru, miZeme rovni-

i (1) rozepsat do sloZek
dxl
at

d2x1

m—s = =k
at”

dxo

at

2
4 X5

n -
at2

mg - k

@riet! slozku nemusime uvaZovat, nebot pohyb je zfejmg rovinny. Dostavéme tak pro
P*1 2 x, linedrni diferencidlni rovnice druhého Tddu s konstantnimi koeficienty.
Piejich resenim dostédvdéme pro xy a X,

obecné vyrazy

= A e.kt/m + B (3)

n

x, = C & ¥/ _ mgt/x + D,

které jsou param;trickjmi rovnicemi hledanéno pohybu. Volitelné konstanty A, B,
C, D se urdf z poddteénich podminek pohybu. UvaZujeme-1i napi., Ze Vv case t =0
Je 11(0) = x?(o} =0 avy(0) = dostdvéme pro uréeni konstant

A, B, ¢, D rovnice

Vo1 V'Z(O) = Vpoo




0 = xl(o) = A+ B = + D

dx dx
v = —1(0) = - A/m Voo = 3;2 0y =

01 at - C k/m - mg/k

_op = - - 2o /%2
A = =B = -Vg Wk ¢c = -D Voo/k - B g/k

po dosazen{ t&chto kxonstant do (3) dostaneme pro udané poéétedni podminky Fese

x = (g WEL = D

x, (vg, WK + w2g/x2) (1 - o K¥/®) - mgt/k

Toto Feseni mé tu vlastnost, Ze pro t—=00, xl-a.v°lm/k, vl—q>0 a vg-—y-mg/k.é

Pohyb se tedy pro dlouhé doby blfz{ rovnomdrnému pohybu ve sméru zdporné osy
ve vzdédlenosti v01m/k = B od poldtku vrhu.

4. Na &éstici nabitou elektrickym ndbojem gq pohybujici se rychloati'ﬁ?mag
—p

~> -
tickym polem indukce B pasobf sila F = qlv X BE). Jakou dréhu konéd bod s hmotou
a nédbojem q V homogennim magnetickém poli?

feseni: Pohybové rovaice hmotného bodu méd tvar
-_— -

= q(;)x;- (1)

7volime soustavu souradnou tek, Ze 1l. osBa soustavy mi¥{ ve sméru magnetické in

-?
sukce B, tj. tak, Ze vektor B md slozky (B, 0, 0), a rozepiSeme rovaici (1) do

sloZek
dle
B2

at

6212
m

at®

dz 13

m - q Bv
at? 2

7 prvn{ rovnice soustavy (2) plyne, Ze

xl = Vlt + Kl, (3)

kde v
1l
= v, 8 de/dt = Yy prepiseme druhé dvé rovnice soustavy (2) na tvar
dV2

a7

dV3 (4)
T = = q ng {

q Bv

2
-

Tuto soustavu dvou diferencidlnich rovanic pro dvé neznémé funkce v,(t) a v3(tf

budeme Fesit tak, Ze vypolteme 2 prvé rovnice
2
vy o m IV

a tento vysledek dosadime do druhé rovnice. Dostaneme tak diferencidln{ rovnid
druhého Pddu s konstantnimi koeficienty pro neznémou funkci v2(t) '

2 2.2
d Vo q B~
dt2 o’ -

je rychlost &éstice ve sméru 1. osy soufadné. Uvddom{me-1i si, Ze dxz/df

Jeiim fesenim dostédvéme

V2 =

e dosadime-11 tento v§sledek do prvni z rovamic (4)

A sin (gBt/m + o0)

v =

3
g vfragd pro Vo, 8 ¥, dostévéme potom integraci

A cos (gBt/m + oC)e.

= -(mA/qB) cos(gBt/m + ) + K, (5)
5

3 = (mA/qB) sin(gBt/m + <) + K3.

povnice (5) spolu s rovniel (3) jsou parametrickymi rovnicemi pohybu hmotné-
ho bodu a ukazujf, %e se bod pohybuje rovnomdrn¥ po 3rouboviei s kruhovou podsta-
vou, JejiZ polomér R = mA/qB. Hodnotu konstanty A lze stanovit 2z rovnic pro v, &
v., plat{ A = vg + vg. pritom je jedno, pro ktery okamZiik vyraz vg + v§ pod{téme,
protoie tento vyraz, stejn& jako velikost rychlosti v, zistdvé po celou dobu po-
hybu konstantni. Hodnoty konstant K, KZ’ K. a o¢ jsou zévislé na postaven{ sou-

stavy gouradné vzhledem k mistu a sméru, kterym &dstice do pole vniké.

poznémka: K zavéru, %e bod se pohybuje rovnomdrn& po sroubovici, lze dojit
pFimo z rovnice (1), 2 xteré plyne, Ze zrychlem(i?je kolmé ke sméru rychlost1'7?
podu. Zrychleni méd tedy pouze normélovou sloZku E:.Teéné slo¥ka zrychleni E: je
nulové a z rovnice dv/dat = a; plyne, Ze velikost | V| je konstantnf, pak oviem
je xonstantn{ 1 zrychlen1'27= E:'= (g/m) (v x B) a tedy 1 polomér oskuladni krui-
nice R, = vz/an. odtud lze jiZ usoudit, %Ze pohyb bodu je rovnomé&rnym pohybem po

sroubovici.

5. Urdete zrychleni a naméhdn{ vldken T a T, soustavy z obr. 2,2.

Pismena m;, m, & znad{ hmoty

- jednotlivych tést{ soustavy.Koe-

ficient vleéného tien{ mezi blo-
ky o hmotd m,, m, a naklon&nou
rovinou je f.

Redeni:

zrychleni
z druhého
= ma.

soustavy uréime

Newtonova zédkona ¥ =
celkové s{la pusobici na
soustavu F = mg - (mp +my)g sinc =
- (my+ my)fg cos Xa mmota sou-
stavy m =
zrychleni

m) + My + My, odtud

obr 22

mg - (mp + m3)(g sinov + f£g cos &)

a = mp + mp + my *

Ze zpisobu vyjdd¥eni sily plyne, ie zrychlen{ a bude m{t kladnou hodnotu, kdyZ
blok o hmot¥ m; bude klesat.

Uvéf{me-1i, Ze na ¢dst soustavy © hmot#& m; pasobi pouze ti%e zemské a sila T,

prendiend vidknem, dostdvéme pro ni pohybovou rovnici
ma = Mg - Ty

Z které plyne pro naméhéni vldkna




m(my + m3)(g + gsino + £g cos ol)
m (g ~a) = m + m, + Wy *

T

2 pohybové rovnice pro pohyb casti soustavy o hmotéd my

m T

3

uréf{me hodnotu slily

a - mBg sin o¢ -~ m3fg cos o¢

2

m M8 {1+ sinoC + £ cos o)

Virazy pro a, T; a T, 1ze t£% ziskat tak, Ze napiseme pohybové rovnice

ma = Mmg - Tl

ma = T - T, - mg sin oG -~ fm,g cos &
= - in G = oK

mBa T? m3g sin fm3g cos

pro viaechny tii &dsti soustavy a tyto t¥i rovnice o trech neznémych resime.

6. Uréste drdhu, rychlost a zrychlen{ &dstice, kterd odlétla z otélejficiho
se kotoute, vzhledem k soustav souiadné spjaté s kotoucem. Kotouc se ot&¥{ uhlo
vou rychlosti W v t{hovém poli ve vodorovné roving a jeho polomdr je R. Gastice

se pred opust¥nim kotoule nachdzela na jeho obvod& a v okamziku opusténi byla jed

j1 rychlost vei kotouci nulové. Jakym silovym plsobenim lze vysv&tlit zrychleni
cdstice vidi soustavd souradné sp jaté s kotoucem?

Resen{:

soustavy soubadné poloZime do osy otécenf kotouce a nechédme ji mirit

osu x3
otécenf kotouce; zvolime je tak,:

svisle vzhiru. 08y x; a X, budou potom v rovinég
aby 08y Xy, X5y X3 V uvedeném poradl tvorily pravotogivy systém a osa x, proché-
zela mistem, kde céstice opustila kotouc. Kromd této soustavy spjat{ s kotoucem
zvolime soustavu pevnou v prositoru (budeme ji povaZovat za
osa x. splyne s osou x, a V case ¥ :

irercigélni), jejiZ

0 splynou 08y X; S Xy
xované soustavi kond castice vodorovny vrh a parametrické rovnice jejiho pohybu

maj{ tvar

»

R, %5 -(g/2)%%,

Xl - vot’ x2 = =

kde vzhledem k podminkém pri{kladu lze poloZit v, = “Rw; g je tihové zrychlieni

Transformacni rovnice mezi soustavou souradnou pevnou Vv prostoru (¢arkovanou) a

kotoutem (necérkovanou) maji tvar

S

soustavou spjatou

= ’ 3 ‘ )
Xy Xy cos Wt + x? sin wt
x, = - xi sin Wt + x, cos Wt (2)
x. = x.
3 3

posadime-11i z (1) do (2), dostavame parametrické rovnice pohybu cdstice Vv soustd
souiadné sp jaté s kotoucem 3

-wR t cos wt + Rsin wt

X =
x, = WR t sin wt + R cos wt
x. = -lg/2) 7

3

T odtud pro sloZky vektoru rychlosti dostdvdme

33 = =g .
Mpozepiseme-1i a; jako
2

a = Ww* R sin wt ~ w3 Rt cos Wt + 2 w3 Rt cos wt,

i je zf‘ejmé, Ze

al = W xl + 2V9w-
Wanalogicky lze a, prevést na tvar
: Y
a, = w - X, = 2vlw.

a xé s x,. V této ¢dry

ginova zdkona do sméru pohybu P = ma, 2z které
(1) §

w? gt sin wt

w? Rt cos Wt

-gt

g pro sloZky vektoru zrychlen{

a1 w? R sin wt + w3 Rt cos wt

a, W? g cos Wt - w3 Rt sin Wt

jej mhZeme napsat v tvaru

vysvétlit phsobenim sily odstiedivé a s{ly Coriolisovy.

Tyto sloZky zrychleni lze
kterd se projevi ve tre-

Kromé tdchto zddénlivych sil pisobl na edstici jedtd tiZe,

t{ slofce a, zrychleni.

3
7. Z cisternového vozu, ktery se pohybuje po vodorovnych kolejich, vytéks
redpokladat, ze hmota kapaliny Vy=
Viiz je tazen po kolejich stélou
0 je rychlost vozu V,
otécivych ¢dsti vozu na

kolmo na smdr pohybu vozu kapalina. Budeme p
tekld za jednotku &asu je konstantni (E% = X).
silou P. Urcete éasovy pribzh rychlosti vozu. V case t =
a hmota vozu vcéetn¥ kapaliny m . NeuvaZujte vliv tieni a
prib&h pohybu.

fesen{:

Jeliko? sloZka vzdjemné rychlosti cisterny a kapaliny do smé&ru rychlosti Jje
nulové, nemusime pro resen{ problému uvazovat hybnost vyteklé kapaliny jako p¥i
pohybu raket (viz redeny priklad 8, kap. 6). Stati uvaeZovat slofku druhého Newto-
, uvéi{me-1i ubyvéni hmoty m dané vy~
m, - Kt, dostdvime pro zrychleni{ a pohybu vyjédreni

—r
mg - Kt

razem m
a .

urcime rychlost v pohybu integrovanim

J[ m

Y protoZe v case t

Z virazu pro zrychleni

Jfadt

Integrazn{ konstanta k =

[+]

F
mg - K

(F/X) 1n + k.

v t at

my - Kt

o, V=V°.




1. Stanovte

nicemi

a)

a)

X

Xn

X

12 =

AT

Ulohy

s{lu, kterd zptsobuje pohyby bodd o hmotZ m dané pararetrickymi rov

a) t + bl

39_ t + b?
ay sin wt
a, cos wt

A

obr 2,3

b) X,

X

2

e) x,

X

2

4.

= a 12 4 byt ) x; = alt2
= 8 ¥ x, = a,t3
= 8 sin w2 £) vélcové soufadnice: |
= @&, cos w+? r=a);f =Wt z =g

Vv rovnicich a;, a,, by, b,y w znadi konstg
ty, t je tas. Udejte, které z pohybd jsou
sobeny stédlou nebo centralni silou.

Je moZno projet bez smyku neklopenou zatad

ku polomdru R = 100 m rychlost{ 80 km/hod.

klesne~-1i za dedt® koeficient vleéného tre-
ni £ mezi vozovkou a pneumatikami na hodno

tuf=0,27

Urcete Gasovy pribsh naméhdni{ vlékna matems
iického kyvadla aélky €. Ginime obvykly pid
poklad pribliZn& spln¥ny pro malé kmity, Ze
Uhel $ mezi svislym sm¥rem a vléknem kyvad

se s casem m&n{ dle zdkona ¥ = ¢%sin. wt. |

Nit snese naméhén{ (sila prendSendé niti, kY
ré zpfsobuje jejf nap¥ti) T = 2 kp. Na nit

je upevngno zéveii hmoty m = 1 kg. a) S ja-
kym nejv&tsim zrychlenim a lze zévaz{ upev-
n&né na niti zdvihat. b) ZévaZi roztocime

v t{hovém poli kolem svislé osy zphsobem 2z
zornénym na obr. 2,3. Jakd je ihlové rychla
otdcen{ W, kdyZ naméhdéni nit¥ se pruvé rov
nd T? Délka zdvésu 1 = 1 m.

Na desce konajic{ harmonicky pohyb x = A S
ve vodorovném sm&ru spotivé zdvai{ hmoty m
goeficient vletného tieni mezi deskou a 2869
vazim £ = 0,5, W= 10 s™1, pri jaké amplity
d% A zatne zdvail po desce klouzat? ’

Upevnén{ bfemene G je provedeno dle obr. 24
Urdete velikost i charakter sil pienééenj07
tyéemi 1 a m. Klouby spojujici tyce se st
a tyte navzdjem povaZiujte za volns otosné.|
Homogenni koule vahy G, polom&ru R je V nif
t& 0 zavésena spolu se zéavaZzim véhy P zphs
bem naznacenym na obr. 2,5. Stanovte uhel
a s{lu F pasobici na kouli od zdév¥su zave-}
z{ P.

- 2 -

8.

9.

10.

7évaf{ hmoty Q = 10 kg je uvédzdno (vzddle-
post AB je stdld) na lan¥ zpisobem nazna-
geném na obr. 2,6. Jak velké zdvai{ P je
4eba volit,aby uhel o = 45° a thel 3 = 60°
Jek velké bude v tomto p¥ipad¥ naméhdn{
v Guseku lana AB.

¥a obr. 2,7 je nédrysem a pldorysem nazna-
dena konstrukce jerdbu. Vsechny spoje jsou
xloubové. Plat{ podminky: AB= BC= AD= AE,
spojnice AE a AD sviraj{ spolu pravy uhel.
gést BCA je otodnd kolem svislé osy. Sta-
novte maximdln{ naméhén{ v jednotlivych
sdstech konstrukce a urete pro jeky uhel o
(viz obr.) nastenou; omezte se na interval
-1/ < <<T1I/2.

v t{hovém poli zemském jsou svisle nad se-
bou dv¥ mista vzdédlend 10 m. Z vrchniho
m{sta vypustime hmotny bod s nulovou polé~
teén{ rychlosti. Sou¥asn¥ ze spodniho mis=-
ta vypustime druhy hmotny bod. Jakou podé~
te¢ni rychlost{ v, musime tento hmotny bod

sm¥rem vzhiiru vypustit, aby se oba hmoiné body setkaly mezi misty svého vy~

pustsni?

JALEINRNRNAHTITINRIRAANRR A

obr 2,6
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P

obr 2,9

ll- y
zﬁodni okraj otevieného okna je ve vysce 5 m nad ulicf{ a 1 m nad podlahou
mﬁ:tnosti. Okno je od ulice vzdaleno 10 m. Jak nejbli%e k oknu (vzddlenost d)
e dopadnout m{¢ na podlahu mistnosti, je-1li vrien z ulice pocdteini rych-




12.

)
«

CI

obr.2,7

p¥imce,

kterou je poloZena osa X soustavy soufadné

iosti 15 m/s. Vidka, z

ré chlapec hodil mig, je
1 m nad povrchem ulice.
por vzduchu zanedbe jte.

Mie vystieleny ze 30 m ¢
il za 1,5 8 na brevnu ¥
ky (uvazujte visku ? m{
kou rychlost{ v, @ pod
kym dhlem oC byl mie vys
len? (0dpor vzduchu neu
Fujte.)

13. Koule gohybujici se v t

vém poli mé projit trub
c{ P, jejif stied se naq
z{ ve vzdalenosti 100 m.
nista vypustini koule a
o 10 m vyse. Osa trubicé
sviré s vodorovnou rovin
dhel o = 45° (viz obr.

Jakou poddteéni rychlost

v, @ pod jakym uhlem £ m
byt koule vypudt&na? Pro
za uvederych podminek kd
polom&ru 10 cm trubici,
Ge-11i prim&r trubice 40
a jeji délka 1 m?

14. Bod hmoiy m se pohybuje

, rovaomdrnym primocarym pol

bem rychlost{ v . V &ase t = 0, kdy se bod nachdz{ Vv mists o soufadnici x = O,

zatne na n3j pisobit odporujici sfla:

a) F = kN (vle&né treni; N znaci kolmf tlak na podloZku a povaZujeme ho 37

veli¢inu konstantn{ b&hem pohybul,
b) P =
péle budeme uvaZovat jestd dva
razi:

kv (odpor tekutého prostied{ uvaZoveny napr.

T

ve Stokesovd zékon¥&)

¢z celé rady daldfch empiricky ziskanych V¥

10m‘ /a\-\

100m

1S

.

obr 2,8

- 28 -

-v/k i
) P = kvZ, ) F = ke 1, vazechny vjrazy a) - d4) udévajf velikost sily, kte-
ré wi{¥{ proti pohybu, Vv znat{ rychlost hmotného bodu, k a k; jsou konstanty.
stanovte pro piipady a) ~ d) rovnice drahy hmotného bodu a udejte souradice s

nfst, ve kterych se hmotny bod phsobenim uvedenych sil zastavi.
yystiel ze vzduchovky si schematicky zndzornime podle obr. 2,9. Pred vystre-

je vzduch stladen v hlavni prifezu S na délce d a md tlak Poe Vistiel se
X e-T

g

lem

ot

- [

obr 2,9

d¢je rozepnutim vzduchu. Budeme predpokluadat, Ze d&j Je adiabaticky, tj.

tlak p, 8 tlak p, ktery psobi na strelu v mist& x, jsou v pom&ru p/p, =

= (VO/V) . Objem stlaZeného vzduchu, kdyZ je strela v misté 4, je Vo, je=11

v mist® x, je V, & je pomdr mérného tepla pii stdlém tlaku k m&rnému teplu

pFl stdlém objemu (pro vzduch & = 1,4). Z vnEjsku pisobi na strelu barometric-
kf tlak b. Jakou rychlost pude mit strela hmoty m pii opusténi hlavné, jejiz
dflka je 1 ? Tien{ zanedbejte.

Koule poloméru r, hustoty Qx pada v kapaling, jejiZ dynamickd viskozita je 77
a hustots Q. Stanovte Zasovou zdvislost rychlosti v koule, je-1li v Sase t = O,
v = 0. Urdete ¢as T, za kterjy rychlost dosihne 99% své mezn{ hodnoty.

Lano dflkové hustoty 0 je prehozeno pres kladku tak, Ze ob& visfci cdsti lana
meji délku 1. Lanu ud¥lime v &ase t = 0 poc¢édteeni rychlost v . Pohyb lana vy-
stihn&te napi. udénim éasové zdvislosti polohy X
t =0, x = 0). Udejte rychlost vg

jednoho konce lana (v case
lana v okamiiku,kdy celé sklouzne s kladky,

V1iv momentu setrvaénosti kladky a v1iv tien{ na pohyb zanedbejte.

[/ [

obr. 2,10

-?9-




18. sila P pﬁsoblc; na nédboj q v elektrickém poli intenzity E je dédna vyrazenm

?: qE. Mezi deskemi kondenzdtoru je homogenni elektrické pole o intenzitg

= 300 V/m. Do tohoto pole vliet{ ve smdru rovnobdZném s deskami kondenzgtg
elektron, jehoZ kinetickd energie Wy = l().17 J. &) Jakou drahu bude elektrcm
konat v prostoru mezi deskami kondenzétoru" b) Jak bude vzddlen (d) v okamZ 1,
ku opusténi kondenzdtoru od primky, v které se pfivodns pohyboval, je-1i jeho]
dréha mezi deskami kondenzdtoru dlouhd 1 = 2 cm. ¢) Jak se zmdn{ smér pohybu
elektronu po prfiletu deskami kondenzdtoru? d)Jak se zméni Jeho kineticks energi o

Sila P ptsoblci na néboj q v magnetickém poli indukce B Je F q(v X B)
Elektron (néboj e) vleti do homogenniho magnetického pole indukce B rych~
losti v, JjejiZ smé&r je kolmy ke sm&ru magnetické indukce B.

a) Jakd bude dréha elektronu v magnetickém poli. b) Jaka bude vzde&lenost g 1
elektronu od primky, v které se pfivodnd pohyboval, v okamZiku, kdy opust{ »..-5 ; . T
netické pole, je~li tlousfka magnetického pole ve sméru pavodniho pohybu ele '
tronu € 2 ¢) Jaky uhel o bude svirat dréha elektronu po opustini magnetickéh l )

pole s jeho drehou pied vstupem do magnetického pole? d) Jak se zménd energi \\\\\\\\\\\\\\

elektronu pri priichodu magnetickym polem?

L/

Jekym magnetickym polem miZeme zpisobit,aby se elektron vysetrovany v p¥ipa-| obr: 2,73
d¥ 18) pohyboval p¥imoéarym rovaomZrnym pohybem i mezi deskami kondenzdtoru?|

21. Méme soustavy kladekj te s{lu phisobici na kladku. T¥en{, hmoty kladek a vlidken zanedbejte.

mot a vldken dle obgl gystému zndzorniném na obr. 2,13 zanedbéme tren{ mezi viemi &dstmi sousta-
2,10. Vypoditejte | vy, bhmoty kladek a vldken. Urdete dobu 7, za kterou dopadne hmota m vypust¥nd

zrycbleni a), a, hmofl ' oyyy 4 nulovou poSétesni rychlost{ na rém M.
m, m, a naméhdn{ vl{

na T (silu prendseno Na naklonsné roviné jsou dv¥ t¥lesa hmoty m; a m, (obr. 2,14). Koeficient vled-~

vléknem) p¥i pohybu ného t¥en{ mezi t¥lesem hmoty m; a naklon&nou rovinou je fl’ megi t&lesem hmo-
soustav. Kladky a vidl ' B, a naklonZnou rovinou je f,.
na poklédejte za ne- Stanovte zrychlen{ t&les a sflu T
ITE hmotné, treni neuva-! pisobic{ mezi nimi.
Zujte. @8- Na naklonné rovind, kterd svird
ms Systém kladek, hmot 4l © Vodorovnou rovinou uhel &, je
a vléken je zndzorndn deska hmoty m ana n{ hranol hmo-
////////////////////// obr. 2,11. Urcete zry ty m,. Koeficient vledného t¥en{
leni hmot a naméhani mezi deskou a naklon¥nou rovinou
br 2.1 vldken. Kladky a vld Je f), mezi deskou a hranolem £,.
oor na pokléddejte za ne- 8 Uréete zrychleni a) desky a zrych-
hmotné, t¥en{ neuva-| len{ a8, hrenolu. Obl: 2,”’

Zujte. Klin hmoty m s vrcholovym uhlem ¢Cse pohybuje bez t¥eni podél svislé stény.
23. Po dvou naklon&nych Z druhé strany kl{n souvis{ s t¥lesem hmoty m, klouzajicim bez tienf{ po vodo-
rovindch svirajicich @ TOVné desce (obr. 2,15). Koeficient vledného t¥en{ v rovin¥ mezi klinem a t3&-
spolu pravy uhel se | lesem je f. Stanovte zrychlenf klinu ays zrychlen{ t&lesa 8, sloZku sfly ?
smykaj{ bez tien{ hmd plsobici kolmo na rovinu styku t&lesa a klinu, kolmj tlak K na svislou st&nu.
, Spojené W Jak velké mus{ bft £, aby pohyb nenastal.
vleknem jdoucim pres |
kladku. Jedna z roviy

svird s vodorovnou rg
vinou Uhel o a prise Koule hmoty m zavi3end na niti délky 1 je roztolena kolem svislé osy. Jakf

nice rovin je vodorofll URel X sviré zdvds s osou otdZen{? Jaké je naméhénf T niti? PFivEsime-11 ke
né (obr. 2,12). Standl ¥ouli zdvisem aélky 1, jest¥ jednu kouli hmoty ny (obr. 2,16), budou gévisy
- la 1, leZet v jedné primce?

tymlam

Kladku 2 obr. 2,10 a pripevnime na jedno rameno vah, sabrzdime ji a véhy vy--
Véi{me. Zm¥n{ se rovnovéha vah p¥i odbrezdén{ kladky?




nekonala V&&i hranolu zrychleny pohyb
(piipadng ztstala vdci hranolu v klidu).
Humota hranolu je M a hranol miZe bez
tren{ klouzat po vodorovné roving.

L

./////ﬁg

yypotitejte zrychlen{ a t&lesa hmoty X,
na kterém spo¢ivéd zpdsobem naznatenym
na obr. 2,19 tzleso hmoty m.Treni v obou
styénych plochdch poklédejte za nulové.

péleso se nachdz{ u paty naklon¥né ro-
viny. Naklon#nd rovina s dhlem sklonu
30° se proti nimu zaSne pohybovat se
zrychlenim a = 7 nVsz. Jaky pohyb bude
téleso konat?

Jaké je zrychleni a vytahu,kyvé-li v ném
matematické kyvadlo délky 1 = 1 m s do=-
bou kmitu a) T = 2,3 8, b) T=1,8s,
¢) kyvadlo voln& krouZ{ kolem bodu zd-
vésu, d4) kyvadlo kyvé tak, Ze jeho rov-
novéiné poloha je kolmo nad bodem zivi-

obr 215 obr. 2,16

30. Chlepec nese bandasku & mléxem. Toi{ s nf ve svislé rovin&. Vzddlenost hladiny
mléka od chlapcova remena pokladejte za rovnu 80 cm. Jekou nejmen3{ frekven su a doba kmitu T = 4,2 s. m

| ef{ mus{ chlapec to¢it s bandaskou, ab Stanovte jak se vlivem otdten! zem# od- 92

\

mléko nevylil?

31. Koule polomgru R = 10 cm le%{ na vodg
rovné rovind. 2 jejfho nejvyssfho bod

chyl{ od kolmice t¥leso vypustiné nulo-
vou potdtedn{ rychlosti z vys3e h=100 m
na 50° severni 3{iky.

obr. 2,18

vypustime s nulovou pocateeni rychlos
bod o hmot¥ m. Jaky pohyb bude bod ko
nat a v jak4 vzdélenosti D od mista,
kde se koule dotykd roviny, dopadne t
na tuto rovinu? Treni neuvaZujte.

7_ Jaky Jje pomér goriolisovy P, a gravita¢ni G sfly rro téleso, které se v zeme-
— pisné sirce 50 pohybuje rychlosti v = 100 km/h po poledniku ?

Stanovte dobu T, za kterou se rovina kyvu Foucoultova kyvadla otoci jednou
kolem dokola v zem&pisné sircef .

pvé t&lesa hmot m) a m, jeou spojena
vléknem prehozenym pfes vodorovnou 1ty
T, kterd se tod{ stélou uhlovou rych
lost{ W kolem svislé osy. T&leso hmd
ty m, se pohybuje uvnity svislé trubdl
P, které se otde{ spoletn& s tyel T
(obr. 2,17}, t&leso hmoty m, je v poH
bu omezovéno pouze zavEsnym vléknem. |
Velikost sfly tren{ ptisobic{ mezi t&l
sem hmoty m, a trubici P je déna vyrsg
zem P = Fo + kv, kde Fo a k jsou kon
stanty, v rychlost t&lesa. Koeficien
statického vle¥ného t¥enf{ mezi vldkn
e tyd{ T je £ . Stanovte rozmezi d4él
z4vésu tdlesa hmoty m,, Pro které bud 41. Lokomotiva téhne yo rovind vlak stdlou silou. Vliek o hmoté M jece rovnomérng

1 aZ do okamZiku, kdy se posledni vagon o hmotd m odtrhl. Gatrzeny vagon se za-
stavil po projeti dréhy‘ﬁ. Stanovte, jaks byla vzdalenost D vlaku od vagonu,
kdyZ se vegon zastavil. Trenl kaZd# casti vlaku je Um&rné jejl vaze.

Obr. 2179

obr 217

systém p¥i rotaci v rovanovédze. Udejte éis;lné resen{ pro m1‘= 0,15 kg, m,
= 0,1 kg, P, = 0,1 N, £, = 0,1, &= 10 s .

33. Urdete zrychlen{ a), 8,, 2 téles o hmotdch m,, m,, m, a naméhéni vléken T
> ’ 4 el 1 4 . .8
T, V soustavé dle obr. 2,18. Kladky poklddejte za nehmotné, t¥eni zanedbej 4. Vélcové nddoba préméru D = 1 m, jejlZ osa je svisld, je naplnina vodou. Nado-

34. Jakou silou je tieba ptsobit na soustavu 2 obr. 2,12, aby t&lesa hmot m 8
1 - 33 -
-32-




bu viedeme ve vodorovném sméru eilou F = 80 ¥. Ve dn¥ nddoby je kruhovy otvor
promsru d = 0,1 m, kterfm mi%e voda volnd odtékat. Jaké bude srychleni a rych
Jost nédoby v okamfiku, kdy vsechna voda vytete? Na gatdtku pohybu byla nédo= |

nf{ byla H = 1 m. Vlastn{ hmota nddoby M = 20 kg. | |
e e y ’ 3. 0dvozené mechanioké velidinyg

Rediené pr{klady

1. 2évaZ{ véhy G = 5 kp je zdviZeno gze zem¥ do vfie f:- 2 m silou velikosti
) Py = 150 Newtonf,

b) », = (kx + G) kp, kde k- = 7,5 kp/m a x je viddlenost zdvai{ od zemd v metrech.

Bhiriete prédci sil MHaka sestrojte .8raf zédvialosti kinetické energie zévaZi na
B sice 0od zemd v obou p¥ipadech.

a) Pisobi-1i na t¥leso stdld sf{la ve sm¥ru jeho drdhy, je prdoce A = P.s, kde
je drédha, po které s{la plisodbl a F je velikost této sily.

}{1a ¥} p¥i vyzdviZen{ t¥lesa védhy 5 kp do v¥ss 2 m vykond préci
Ap =150 . 2 = 300 J. '

F{rgstek kinetické energie se rovmd prdci vn¥jiich sil. ZdvaZ{ bylo na zemi
klidu a jeho po¥dtedn{ kinetickd energie byla nulové. Na zévaZ{ krom¥ sfly L
4sobi jedt¥ s{la opa’ného sm¥ru, vdha t¥lesa ¢ = mg. Odpor prostred{ zanedbdvé-

e. Kinetickou energii By, Ve vyisi h nad sem{ uriime ze vztahu

BKl = rlch - Geh = (Pl - G)h & (1009950 h) Joulﬁ’

de h je v metrech.

b) S{la 1'2 roste linedrn¥ se vzddlenost{ t&lesa od zem&. Tato sf{la vykond

Y < £
A2 =/P2-?’=6/‘léx.dx+6/0u =

L)
= [kxz/z] + [Gx] = xf?2+6f = 25 kp.m = 245,254
[~] >4

rdci

Jro kinetickou energii Bxo zévaZ{ ve v§si h nad gem{ plat{

A £ A £
Be» =f!‘2clx-f6dx =/(kxl+G)dx-dex .
' [+] o o o
= xn?/2 = (3,75 b2) xpm &= (36,78 b%) 4,

e h je v metrech.

Na obrdzku 3,1 je grafické zndzorn¥n{ zdvislosti kinetické emergie zdvaii
8 V§5ce nad zem{ h pro oba p¥ipady.
Prdce se spotiebuje na zvysSeni kinetické a potencidlni energie zdvaii.

Potencidlni energie Ep zédvaZ{ veroste p¥i jeho vyzdvi¥en{ do vysze { =2 m
obou p¥{padech o stejnou hodnotu AEP = G( % 98,1 J.

2. Jak§ je primdrny vykon Serpadla, které odlerpd V = 40 1 vody z hranolové
fidoby v{¥ivé prasky do vise v = 1 m ode dna nddoby za dobu t = 2 min. Délka stra-
J tvercového dna a = 40 cm.




200 Redeni: ‘ p) Pii premistovéni po dax}é kruznici v rovin& x,z je y = 0 a tedy 1 F, = O.
viaku Vody hv napln§né prad q102ka Py je kolmé ke sm3ru drahy, proto také p!‘éci nekoné.
&[J] vypotitdme ze zadaného objemu a J préce Sily?je v tomto pripad& rovna
chy dna ]
A = / P, dz.
h = V/a® =0,25m J 2
‘ CcD
. Primdrnym vykonem P se nazyvé prd
100 A d%lend Zasem %, po ktery byla K b4
nanae.
P = 3 !
Nyn{ urdime préci A, kterd se vy
né pii od¥erpéni vody 2 pracky do
0 , se v. Prdce dA vynaloZend na odde
0 1 2 péni vody obsaZené v elementdrn{ | r
h [m] vd objemu 4V = azdx ve vyl (v-x C (4 z D
i dna nédoby je déna vztahem 77 /1 . .
obr. 3,1 o\Y
i da = Qave.x, ‘ k , r /
kde @ Je pustota vody a g t{hové zrychleni. ~ —
celkovou préci A dostaneme integraci pfedchozfho vztahu. )
v
2 2 2., ‘
A=f ga” xdx = a‘g [x°/2]l . = B
v-h9 9 ) [ ]v h ] . y

= paZgh (v = b/2) & 350 7.
Po dosazen{ do vztahu pro primérny vikon obdrzime vysledek
P = 350/120 2 3 W Z obr. 3,2 je ziejmé, Ze z = ein f, X = @OS f, l;ﬁ = 1 m. Pak dz = COSfd 7‘

promirny uiitedny vikon Zerpadla je &3 We Bodu C odpovidd dhel # =T, bodu D thel £ = 0.
Po dosazeni

obr. 3,2

3. Vypoditejte jak velikou préci vykond s{la

A
—
T - g2 Teax? T -6+ 50 X Fewtond

o o
2
-/6cos'f.cosfdf = -6/(1-sin?f) cos $da F =
T

r o
-6[sinf-sin;f7]x, = 0

4 -
Préce sily ¥ je po této drdze rovna nule.

p¥i prem{st¥ni hmotného bodu hmoty m = 0,2 kg 2 mista ¢ do m{sta D. C(-1, O, C
(1, 0,0)(soufadnice bodd jsou v metrech)

a) podél osy x,

¢) Uskutedfuje-1i i ; . 5
b) po kruZnici v rovin® x, z 86 stredem v poddtku, SIly? utedfuje-1i se prem{st¥ni v rovin¥ x,y je prdce sloZzky F, = 0. Préce

¢) po kruZnici v rovin& x, y 8e stiedem v pocdtku.

Resend: A = ./ (dex * Pydy)
—_— —_ — éo
Na hmotny bod plsobi prom¥nné sila F. Préci A si{ly P po kiivce z bodu C d

Ze .
bodu D uréime vyiislenim kiivkovéno integrélu nézorndni na obr. 3,2 je viddt, Ze

A=/Kd?=/(?xdx+r dy + F_d2) x = cos §, y = sin}b’.
y z Pak dx = -
¢D ¢D .‘ sinYa ¥ ady = cosYavy.

kde ?je polohovy vektor bodd dréhy.

a) Pri prem{stdni &dstice z bodu C do bodu D podél osy x jsou slozky sily
Fy’ ®, stéle kolmé ke sm&ru dréhy. Préce Echto slofek je nulové. SloZika Fy =|
a protoze y = 0, je 1 B, = 0. Préce sily P pii premisténi hmotného bodu podél |

je rovna nule.
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_/o(- 2 sind Yein ¥+ 4 cos2 Y cosY) a Y =
T o o 0
fcos3'¢d¢'= -2/sin3¢'d¢'

- 2/81!13 Ya Y+ 4Jt’
X
ey oy et - o[ 250

+ (8/3) Joult.

o
o =

- E
feenim pFikladu jsme zjistili, Ze préce vykonand silou F zévisi na zvolené aj
a sila F nenf tedy silou xonzervativni. '

4. Na hmotny bod hmoty m = 0,1 kg

— — — —
lostf v, = (51 + 43 + 3k) n/s zatala Vv tase t = 0 pﬁso}it po dobu 28 stdlé ef
1a ¥ = (31 + 2]) Newtonh. Urcete hybnost hmotného bodu H v tase t & hybnost §
za tyto 2 sekundy.

v %ase t; = 28. Vypotitejte zm¥nu kinetické energie AEK
feseni:
—_—
Zmdna hybnosti gplsobend silou F za dobu '(tl - 1:0) je rovna impulsu s{ly §

Hybnost{ t¥lesa ?sa nazyvé sousin z jeho hmoty m a rychlosti 7: impulse'
— 3
ly se oznatuje velidina I ={ T at. ]

—

Ho,
. (ﬁ; je hybnost hmotného bodu v Zase tl’

—-— > —r
Impule stélé efly I = F. (ty = to) = By =
H
o

— = —

kde i; = mv, a Ho = mv, Jje jeho N
nost v &tase to.) ]
V naesem p¥{pad¥

— - -— —p —y — —>

Hy, = 0,1 (54 + 43 + 3k) = (0,51 + 0,4] + 0,3k) kg.m/s
Hybnost EI urdime 2 vektorové rovnice

— ) - —p

P (tl - to + Ho = Hl
Po dosazeni a upravé obdrZiime vjslednou hodnotu

— - — —_— —>
(31 + 23«2 + (0,51 + 0,43 + 0,3K) =
~ — —
= (6,51 + 4,4) + 0,3 x) kg m/s

—-
H

piirgstek kinetické energile AEK = Efy 0= m(vi - vg)/z

kde Bpy Je kinetickd energie hmotného bodu v tase t) & Bgy Je jeho kinetické‘:&_

gle v Zase t..

A, = m[(i.f/m)a-;zz:l/z =

m[(652 v 242+ 3% - (52 + 4% + 32)]/2

239 Jould.

—>
Kinetickd energie daného hmotného bodu, pisobenim sily ¥, za 2 sekundy, vzrod
o 239 Joult.

5. Sestrojte grafy sasové zdvislostl kinetické energie t&lesa vrZzeného |
te¥n{ rychlost{ v, =3 m/s svisle dold. Urdete viiky h, ze kterych byle t&le
vr¥eno v tdchto p¥ipadech: '

a) Zanedbejte odpor prostiedi.

pobybujfci se rovnom&rné primodale rycl

p) prost¥edf klade t¥lesu odpor amdrny jeho rychlosti. Soudinitel odporu:
ba) ka = 1 Ns/m
»b) kb = 10 ¥s/m.

s1es0 mé hmotu m = 1 kg a na zem dopadlo za dobu T = 2s. Poti{tejte se zsokrouh-
h enou hodnotou t{hového zrychlen{ g = 10 n/sz. ‘

éeni:

a) T&leso vriené svisle dold pocdtedni rychlost{ v_ bude mit v &ase t kine-
ickou energiil °

Bgg = m(vo + gt)2/2 = vmvs/z + mgv,t + mg2t2/2
ygse h nad zem{, ze které bylo t¥leso vrieno, je déna vztahem
h = vof'-r 512/2 26 m, |

cde [ je doba pddu t¥lesa.

b) Pohybg;é rovnice t&lesa hmoty m, na které plsodbi véha t¥lesa a odpor pro-
ptiedl P = k‘d"{ y J©

d2x
m ————

dax
-k__— .
at2

at

yalezneme redeni této rovnice pro v = %; .

pohybovou rovnici prepiSeme do tvaru

dv k

2 S

0
p substituujeme v -~ mg/k = u.
pak

du
at  *

k

rw u

o .

fedeni{m vzhledem k u dostdvdme

du
u

- K at
m

1n

o - k(t - t,)/m

u e‘k(t‘to)/m

B zpStnou substituci
(mg/k) + (v, - mg/k) o7k (¥t0)/m

v

v é = = = y
ase t = 0 je Vv = Vv, a proto t, = 0. Po dosazeni v do vyrazu pro kinetickou

genergii Eg = mvz/z dostaneme

B

Dréhu h, kterou urazi t¥leso za dobu T, ur¥ime integrac{ vyrazu pro rychlost v
R = (mge/x) - (w/k)(v, - ma/k) & X¥/B 4 g

i %ase t = 0 je dréha h = 0, to gnamend, Ze C
1 ¥s/m je ha 2 13,9 m, DPro ky

(m/2) [(mg/k) + (v, - me/k) o X¥/2] 2,

=

(nvo/k) - (m2g/x?). Pro k =
10 Ns/m je hb £ 2,2 m.

ot v tabulkéch a, ba, bb jsou uvedeny hodnoty kinetické energie pro n&které hod-
¥yt (0, 28) vypodtené dosazenim na¥ich numerickych udeji do odvozenfch vyirazd

o Ep.
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a) bez odporu prostiedd : Ulohy

t(s) 0 ' é ., yypocitejte prdci A vynaloZencu nu stlsceni pruiiny o aslku € = 5 em. Stlace-
' pl je piimo umérnd phsobici sile. Ke stluceni o 1 cm je zapotrebl slly
EK(J) 4,5 12,5 32 o0 Newtonti.

odhadndte prdci A vynaloZenou namoinliky za bezvétr{ ns svinut{ ¢tveccové plach-
ba) pro koeficient odporu k, = 1 Ns/m ' ty o stran? a = £ w upevndné ns vodorovném rabnu. Plachte me hmotu m = 6C ke.

sutomobil vaii G = 103 ¥p. Maximalni vyjkon jeho motoru F = 12¢ ' . Tohoto vj-
; yxonu dosdhne pii rychiosti v = 60 km/hod. Vypocitejte zrychlen  automobilu
EK(J) 4,5 4,8 6,8 L pri tfto rychlosti za predpokladu, ze 30% vykonu motoru P se spotiebuje na

1 prekonéni tirend.

t(s) 0 0'01 0,1 0,2

bb) pro ky = 10 Ns/m s pri vystielu vylet{ z pudky streia hmoty m = 10 g ryshlosti Vo = 900 m/s. Do~
4 ba vystrelu t = 15.10“3 s, vykonané prace i = 150 kpm. Urcete kineticsou ecner=-
gii strely EK' celkovy T a uziteény f; stredni vykon vystrelu.

~palovaci motor dodavd na remenici dynema poloméru r = 10 cm pri frekvenci ota-
cek £ = 50 otacek/s v kon P = 220 W. Urcete namahuni remene T, zuneobate-1li

Eg(J) 4,5 | 4,44 | 4,38 |4,25 |3,92 2,42 |1,48

skluz na Iemenici.
Grafické zndzorndni{ tdchto zdvislost{ je na obr. 3,3.
Jakou praci A mus{ vykonat rumpdl na lodi, vyzdvihujici z vody plovouci val-
; covou homogenni boji, ze 4/Y Vvisky v ponorenou ao vody. Rozmery boje: prim¥r
40 ] 5r = 1m, vidka v = 2 m.

EKEJ] , sénky jedoucf se zasnZiendhc kopce sc klonem & = 15° se po zdoldni vy8kového
rozdflu h = 15 ® zastavi, na ste jn& zasn&iené roviné, ve vzdulenostl ¢ = 100
od Upail kopce. Vypocitejte koeficient treni f san¢k na snédhu.

Kémén padi s vysky h cobu t = 1,43 s. Zanedbejte odpor prostreal s urcete ki-
netickou (EK) a potencidlni (Ep) ¢nérgii kamene uprostred jeho arahy, vite-ii,
ie jeho védha G = 20 Newtorf.

Jak by se zm3nily jednotky mecharickych velicin, kdyby se misto zakladnlch

jedrnotek scustavy SI vzaly jednotky n krate vEtsd.

DruZjce Zemd, hroty m - 1 kg, se¢ ve Vys:i nad Zemi L = 30 km costéve do hustich
vrstev atmosféry. Urcete praci A, kterou by vykonaly bridici sily za predpo-
¥ladu, ze by druZice pFi dopadu na Zem m&la nuloveou rycnlost.

¥a automobil hmoty m = 103 kg ptcobi za jizdy konstontni sila treni Pr rovra
desetinz jeho vahy. Kolik automobil spotrebuje iomoty oy benzinu ne rovinném
Gseku cesty délky-{ = 500 m, kde jeho rychloct vzroste 2z vy = 10 ¥m/hod. na
ryzhlost v, = 40 km/hod.? (cinnnst motoru vectrnd prevodového Ustrojl J = 204,
ndpor vzauchu je zaneabatelny a energetické ucinnost benziru f = 4,6, 107 J/Kkg.

* Porovne;te praci, vyismanou sportovei ve 3 lehkoatletickych cisciplinsch:
@l ve vrhu koull 3 = 7,297 ke, €, - i9.40 m), b) Vv noau ciskem (m = 1,49 kg;
fb £3,20 m), ¢’ Vv hodu o3té&pen ’mc - C,b06 kg;‘fc = 90,05 z) za predpokladu,
Z¢ prislisré natedl byla vrhans pou uhlem o = 450 z vi’5ky h = 1,8 m nad zemi.

Odper prostrec! zsneddejte (m =ou Lmoty naiaeds a f délky wrkl}).
1% J y J




13. Mely vozik hmoty m sjizd{ bez

po dréze (viz obr. 3,4) zakondef
kruhovou smy&kou polom&ru re §1
vysky h mus{ vozik sjiZd¥t, aby}
jel celou kruhovou smy&ku? 1

Automobil, véZic{ G = 103 kp p¥
pnutém motoru sjizd{ s kopce ko
stantni rychlosti v = 54 km/ho@
Sklon kopce je takovy, Ze na 1{
drahy klesé vyska pramdrné o 4
Vypocitejte, jaky vykon P by m ¥
vyvinout motor, aby se automob:

i do kopce pohyboval stejnou
losti.

obr. 3, 4

15. V prostoru, ve kterém se pohyb
' ¢ ’ —_> 2ind 2> 2 2, = 1
hmotnf bod m = 1 kg, pfisobi sila F = 3y"1 + 4X j - 6(x° + z°) k Newtond,
se t = 0 je poloha nmotného bodu udéna polohovym vektorem }j'=
a rychlost hmotného bodu v case t =0
Vo= (21« 37 - X) /s
Uréete pro t = 0
a) si{lu f:; kterd phsobi na hmoiny bod,
b) zrychleni E: hmotného bodu,
¢) kinetickou energii EKO nmotného bodu,

d) rychlost zmény kinetické energie.

-» ’
Urcete pFibliZné hodnoty ¥, v a By céstice z predeslé 15. ulohy v Sase t
= 10 ~ s.

Aby t&leso mohlo opustit gravita¢n{ pole Zemé&, musi mu byt ud&lena rychlo
vy £ 11 km/s (2. kosmické rychlost). Kosmické 1od po vypotiebovani vseho

1iva mé p¥i vyletu ze zemské atmosféry rychlost v, = 12 km/s. Jakou rychl
bude mit tato 10§ ve vzddlenosti r = 10 km od Zem&, nebude-li na ni plsobit
né jiné nebeské t&leso?

Vypoditejte préeci A, kterou je nutné vykonat, aby té&leso hmoty m = 1 kg n

vodorovné pFimo¥aré drdze délky s = 10 m zvétsilo svoji rychlost z hodnoty

v, = 1 m/s na hodnotu v, = 10 m/s. Na t&leso ptsobé sila tiend FT = 1 N.

1

Vypotitejte potencidln{ energii Ep hmotného bodu, na ktery phsobi sila i?;

-
= - x3o

Hmotny bod hmoty m = 2,4 kg se mie bez t¥eni pohybovat podél osy z. Hmot
bod byl v klidu v bod& 2z = O. psobenim sily F = (2 + 6z) Newtond (z je Vv
rech) byl uveden do pohybu. Urcete a) rychlost v, b) zrychleni a, c) vykoq

kdy? hmotry bod urazil dréhu € m.

Hmotny bod hmoty m = 2 kg se mbie pohybovat bez treni podél osy y. Hmotnj?
byl v klidu v bodé y = O a v Zase ¥ = 0 zatne pisobit po dobu t = 6 s silg
# = (2 + 6t) Newtont (t je v sekundéch). Urtete: a) rychlost v, b) zrychld

n{ a, ¢) vikon P této sily pro t = 6 s.

- 42 -
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ohebny nhomogenni kabel hmoty m a délky { je piehozen pres vodorovn& upevninou
tyé,‘mfeni mezi kabelem a tytl je zaneddbatelné. Fo malém vychylen{ jednoho

¢ koncl xabelu z rovnovéZné polohy je uveden kabel do pohydu. Urtete rychlost
xabelu Vv okemZiku, kdy bude pies ty& prochdzet jeho konec.

gvisle zavdsené homogenn{ vldkno hmoty m, jehoZ konec se dotyké rovinné des-
ky, bylo na hornim konei uvoln&no. Stanovte silu P, kterd pisobi na desku sto-
qu po dobu pédu vldkna.

- ,
prcete hybnost H kopaciho mite hmoty m = 425 g ve v§3i h =5 n naed zemi, byl-

14 mi& vykopnut pod uhlem &= 45° s podétesni rychloet{ v, = 72 km/hod. Odpor
vzduchu gzanedbejte.

gestrojte graf z4dvislosti kinetické. potencidlni a celkové energie t¥lesa vrie-
pého z vysky H= 20 m vodorovné pocétetn{ rychlost{ v = 10 m/s na vysce t&-
jesa nad zem{. Odpor prostied{ zanedbejte. T&leso mé hmotu m = 2 kg.




4e Harmonicky pohybd

Resoné priklady

1. Vypotitejte emplitudu a fézovou konstantu netlumeného harmonického poby

bu po piimce, je-1i doca kmitu T=3,15 8 av case t =0 byla okamzits vychylke

P 10 cm a rychlost v, = 0,4 mw/s.

feseni:

OkamZitd vychylka x = A cOS (Wt + ). Ao se nszjvé amplitudou kmitu, (W

je féz{ a oG je fazovou konstantou.
okamZité rychlost narronick#ho pohybu
ax N
v.= Tt
pro x a Vv nase potatecnd podminky

- A W sin (W% + o).

zavedeme do vyrazld
Vo = -A W sinoC

Xo A cos o<

7 t&chto ” rovnic po dosazen? W = 2N/T vypod{téme amplitudu A a fdzovou konst

tu oK.
(Vo 2
& = YD

vol
X,
- 63%30°

g %= -
&K o2

5. Nezatizend pru?ina mé aélkxu 1. KéyZ se na ni zavésl zavai{ hmoty m, js
ustdleni jejl délka 1 + . Na zévazi, které je v klidu, dopacne z

Urecete dsbu kmitu T a amplitudu kmitu A to

vyse n drunf

vaz{ stejns hwoty a ztistane na ném.

to systému. Hmotu pruziny zanedbejte.
Nejprve uré¢ime tuhost pruziny k:

k . h

mg/h

mg =
k =

révai{ padajici z vyse b ma pri dopadu rychlost

v=\/72_g_-.

Po dcpadu zhvelif se cely systdm daé do ponybu rycniostl v _, Ktercu urc/me -e zal
ne zachovdn{ hybnosti

vem = v (m« ) = 2 v .m

v "
v, = 5 T \2Eve

yeximélni vychylka a se vypoditd z v&ty o kinetické energii. Préce vn&jsich sil
po dané draze se rovné prirfistku kinetické energie ,

1 i X
..-—2—(m+m)v§=-/kxdx+(m+m)g(e-h)
A ;

k

-l =
mws = (a2 - 1) + 2 mg (a - h)

po dosszeni vV, a k dostaneme

81,2
pruZina p¥i zatiZeni 2 zdveZimi bude mit rovnovdZnou polohu ve vzdalenosti b
kterou uréime ze vztahu ’
2mg = kb
b = 2h

a~b = \/_2!1.

2w =

Systém bude kmitat kolem této rovnovéiné polohy. Amplituda kmitd A

Krukové frekvence kmitd & = = \/&/2h, proto perioda T

2h
= ?I"/—g- .

3. Naleznite presny vyraz pro su ”
- P perpozici 3/f (t) N rovnob&Znych harmonickjch

P8 = J (0 + (2 v ool Pyt)

¢1(t) A
Yat) A, cos

V‘3(t)

kde
(Wt + 51)

(wt + 51 +f)
(Wt + 51 + 250)

cos

Al cos

¢N<t) (wt + 51 + (N-1) 70)

Reseni ;

V to ol 3 s .
rakanciij pripad& jde o skldddn{ kmitd se stejnou amplitudou A, a kruhovou
. Za sebou jdouc{ kmity se 1i3 ve fdzi o konstantnI i‘ézovi rozdil ¢

Bude vihodné ’ . e
pouzit vyjddren{ harmonické .
ulerova vzorce ckéhq kmitu komplexnim elslem. § pouzitim

iz

£ =

cos z+ 1 sin 2

V(e = e { 4t +8) ei(k-l)f}
yni si zavedem
gk(t) = A cos (Wt + 51 + (k=1)¥) + 1] sin(Wt + 51 + (k=1)¥)

N
i(CUti»J) iy i
2 fk(t) = 46 1 [he + e 2704— ces ei(N-l)f]

£ () =
k=1

'taz v ’
hranaté zdvorce je geometrickéd rada. Frovedeme-li jeji souzet, je
9




iNg

wt 5)
i e [(l-e

1

} / (1-e f)J

iN £/2 -ix f/2 iNf/2 iN¥/2
e - @ (-]

1f/72 1f/2
[ -]

E(t) Aje

1wt + 8] e
1¢/2
e

§(t)

Aye -1 ¥/2

(W +51) iN /2 -1 f/2 ~-ixf/2
= A ° e (e -

Vzhledem k tomu, %¥e sin z = (el® - e'j‘z) / 21, je
sin (N £/2) 1[(0t + 51 + (N=-1) Y/?]
§(t) = Al e X

sin 2
Vezmeme-1i redlnou &dst tohoto virazu, dostsneme vetah pro ¢‘(t) = kZl I/fk (t)

sin (X /2)
sin (¥/2)

- sin (N £/2)
e NTINT2S

y(t) = Ay cos [wt + 51 + (N—l)f/z] = Acos (Wt +4),

a 4 je aritmetiockf primér z 51 a JN = 51 + (N=1)F

4. Zavedte do obecného vfrazu pro tlumeny kmit, ktery mé tvar s =

= 8 "'Z't sin (Wt + 4), tyto potdtedn{ podminky: pro t = 0 je s = s, avs=

Rezen{:
OkamZitd rychlost v = & = Se gt [- 8 sin (Wt + £+ weos (wt +f’)].
Do v¥razd pro s a v zavedeme nale poddtein{ podminky a dostaneme

8, = S sin ¥

0 = -8sinf+ weos

Res{me tuto soustavu rovnic, pak

w w w
= ; sin = & —
DA S Y~ e
kde w, Je vlastni kruhovd frekvence piisludejic{ kmitdim bez tlumenf a S =
Wy
= w0 soc
Po zaveden{ nadich potdtecnich podminek bude m{t vyraz pro tlumenj kmit tvar
-8t

8 = - 8, sin (Wt «+ f).

¥ 7"/2) / (.-17‘/2_, ‘

04

Y - 100 o721,

Ulohy

v rtufovém U manometru je 121 g rtuti. Plocha vaitiniho priiezu U trubice je

g = 0,3 cm3. Je-11 rtut ponékud vychylena z. rovnovéiného stavu, zadnou hladi-
ny kapaliny v obou ramenech vykondvat harmonicky pohyd, Vypotitejte dobu kmi-
tu T tohoto pohybu. Kapilérni s{ly a treni zanedbejte.

predpoklddejte, Ze pohyb pistu ve spalovacim motoru je harmonicky. Vypdéitejte

- silové plisobeni pistu na lomenou h¥fdel v mrtvém bods. Hmota pistu m = 1,2 kg,

lomené hifdel se otddf s frekvenci f = 200 ot/min a zdvih pistu a = 12 cm.

Hustomdru 8 védlcovou trubkou priméru d, plovoucim v kapalin¥ hustoty p byl
udslen maly svisly impuls. UrSete dobu kmitu T hustomdru hmoty m. Pohyb kapali-
ny a tfen{ zanedbejte.

Dvé tdstice vykondvajf harmonicky pohyb po téZe piimce se stejmou amplitudou

a = 10 cm. Kruhové frekvence t&chto kmitd jsou wl = 20 s'l, wé =21 s,

V %ase ¥ = O ob¥ &dstice prochdzejf ‘bodem x = 0 ve smdru kladné osy x. (Jsou

ve fdzi.) Urlete, v jaké vzddlenosti se budou nachdzet &dstice v &ase t = 0,35 s
a jakd bude v tomto okamZiku jejich vzdjemnd rychlost.

Predstavte s1, %Ze podél celého priméru Zem& vede Sachta. Jak se bude touto
Bachtou pohybovat t¥leso vrZené do ni{ nulovou potdtedn{ rychlost{. Uriete do-
bu t, za kterou by se dostalo tileso s povrchu Zem# do jejfho stiedu. Zemi po=-
vafujte za homogenn{ kouli polomdru R = 6370 km. Na t&leso pohybujic{ se uvnit#
koule ptisobi s{la mi¥fef vZdy do stiedu koule o velikosti primo Gmsrné vzddle-
nosti t&lesa od st¥edu koule.

Svisld pruZnd spirdla tuhosti k = 50 N/m je na jednom konci upevnéna. Ke druhé-
m konei je p¥ipevn¥na nit, na ni% vis{ zdvas{ hmoty m = 0,1 kg. Jakou nejvt-
8{ poddtedn{ vychylku a, emdrem dold, miZeme ud¥lit zéva¥f, aby pri takto
vzniklych kmitech byla nit stdle nap jatd.

Jak§ pohyb vznikne superpogic{ dvou rovnob3Znjch harmonickych kmitd se stejnfmi
kruhovimi frekvencemi & ; amplitudy jsou e =1 om, 8, = 10 om a fdzové konstan-

Jakf visledny pohyb venikne slofenim dvou harmonickych kmitf stejného smiru?

hplitud{ kmitd jsou a) = a5 = 2 mm, kruhové frekvence wl = 99 3'1, w9 =

J Frovedte superposici dvou hermonickych kmitd konanfch po p¥{mkéch vzdjemns kole
| %Weh.

- 8 = 2 om. o a, jsou fdzové konstanty. UvaZujte p¥{pady:

Doby kmitu a amplitudy jsou u obou kmitd stejné; 1 = !1'2 = 0,1 s, a =

a) obecné hodnoty ot » %

- = X
0)002 oy *




10. Na desce lei{ zdvaZ{ hmoty m = 5 g. Systém koné harmonické kmity ve svij
gosru s periodou T = (W/3) s. 1
a) Urcete s{lu P, kterou tla¢{ zdvaZi na desku. 1
b) Jakou smplitudu a mus{ mf{t kmity desky, aby zévaZ{ zadalo odskakovat of i
ky? 1

5. vseobecny gravitacdni

11. Na pru¥iné tuhosti k je zavideno zévai{ véhy G. 2dvaf{ Je podepfeno te
prufina nen{ deformovéna. Jakj pohyb bude vykondvat zdvail po odstrang f

. Resené piiklad
péry (bez nérazu na zdvazi)? Hmotu pruZiny a odpor prostied{ zanedbejt& - 2 =

12. Jaky Je logaritmicky dekrement Utlumu A mosazné kulidky hmoty m = 0,15 1. vypoététe primou integraci potencidl U gravitagniho pole, vytvoreného
kterd kjvé na vlékn¥ délky €=1nm, je-li poéateéni amplituda kmitd ‘0* pomogenni plnou koull K o objemové hustot® ¢ a polomdru R, v bod¥ A, vzddleném
a za ¢as t = 10 min. Je amplituda A = O, 5 Y5y od stfedu koule S.

13. T¥leso hmoty m = 200 g kond vynucené harmonické kmity. Amplituda vyn ‘,;f Reseni :
sfly P, = 2 N. Doba vlastnich kmitd t&lesa T = (X'/4) s a koeficient g gravitaén{ potencidl U v bod¥ A o radiusvektoru rA vzbuzeny spojité rozlo~
ma b = ‘ s 1.Uréete amplitudu kmitu p¥i rezonwci ag & rezonanéni Xkxruho vl 7enou hmotou, se z{ské provedenim integrace ve vztahu (¢ je gravitatn{ konstan-

frekvencl Wp. ] ta)

14. Dv& stejné fysické kyvadla kyvell v %Ze svislé rovind.Vlastn doby kmitu kyvi
? = 1 sec. Kyvadla jsou vézéna pruZnou vazbOu. 26kledni frekvence vézan]

xyvadel jsou &, = aTe L, = 2,1Ws L, Urcete stuped vesby Z . N . R . ;
2 Sl pres cely objem V, kde je nenulovd hustota Q. Stied sférické scuradné soustavy

umf{st{me do stiedu koule S, poldrri osu B=0 a0 primky AS. Po vytknut{ (konstant-
ni) hustoty zbyvé integrél pres kouli K, ktery potitdme ve sférickych souradnicich

r,f’,’lﬂ
R I 27

R
__'d_V__ f / / r? sin ddegdr > T'r
g~ = (rgy + r - lrSA-ri) ar

-1 T
A r=0 ¥=0 ¥=0 \/73A+r - 2rrsacos7/% SA 2o

Posledn{ integrdl ddéva

4R
pro rg, 2= R U -&9 3rg,

pro rSA< R U -&9 ().'IfR" -TJZ'r )

Vng koul:lg;e tedy stejné pole, jaké by vyvolal hmotny bod se stejnou hmotou
iako koule (+X 933) umistng v bods S. Netrndte probéh funkce U = f(rg,)! UZi-
im Gaussovy véty, znémé z elektrostatiky, lze vysledek odvodit pohodlngji.

1] ™
(§tendir se moZné pozastav{ nad tim, ze vzhledem k cnovani dunkce = v okolf

bod = . av
Ur = 0 nelze pro rSA< R i.ntegral/-; definovat bdZ%nym Riemannovskym zpiso-

v
of:] < . N
M na ziklad® rozdZleni integracniho vboru, secteni prisp&vki a limitniho pre-

h .
| odu pro rostouei{ Jemnost rozddleni. Lze pouze bez dliikkazu uvést, Ze existujd
p:s"by, jak rozsiiit pojem integralu na podstatnd sirsl ti¥idu funkel, takZe nds
n 4 . o . ’ ’

€grédl je pak definovén a z{skany vysledek pritom zdstdvé v platnosti.)

N 2. Kdyby slaneéni graviteini pole v blizkosti Zem& bylo nomogenni, byly by
Sechny predm¥ty v ckoli Zem& urychlovény stejnym smérem s tymZ zrychlenim jako
?mé a vliv slune¢ni pritazlivosti by se na Zemi neprojevil. Jezto vsak piedpo-
f~"d piesns neplat{, vyvolavé slune¢ni pritazlivost na Zemi pozorovatelné efekty.
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Vypostdte, s jakym (Sluncem zpfsobenym) zrychlenim se pohybujl t¥lesa v so
soustavd 2., jejiZ stied je pevn¥ spojen se zemskym stredem. Osy soufadné s
vy zachovdvaji stdly smdr vdi n¥které inercidln{ soustavd (soustava Z neroti

spolu se Zemi).

Rezend:

vektor, spojujici zemsky st¥ed Z se slune¥nim S a T vektor
=T + -r:s spojuje slunedy

—
Oznalme T,e

jici vySetfovany bod X se zemskym stiedem Z; pak -;xs
stied S s bodem X.
S{la ptsobic{ v slunednim gravita®nim poli na hmotny bod hmoty m v misté‘

je rovna
—y

),

r3

xs s
je zrychlen{ hmotného bodu v soufadné soustavd 2, ¥, hmota Slunce a ¢

—
-aemls az

" —
de az

zrychlen{ soustavy £ v&&i soustavd inercidlni (vzdjemny pohyb obou soustav j¢
translatn{). Zrychlen{ ?je déno zrychlenim Zem® v gravitatnim poli Slunce, d
se dle vysledku ulohy 7. rovnéd intenzit¥ sluneéniho gravita¢niho pole v bod¥

~>

Tzs
3

Tzs

rx S

3
rXS

e (G- )

pro rozpis tohoto vextorového vztahu ve sloZkdch lze vhodnd zvolit osy soufadd
syytému X tak, Ze osa x mé (pouze Vv uvaZoveném okemZiku !) sm¥r spojnice ZS. |

'i-:s = (r,g, 0, 0); sloZky r oznalime x, y, %. Pak napi. x-ové sloZka rozdilu ‘

torg v zdvorkdéch v (1)
Tgg + X Tzg

[(rzsltx)z* y2+ 28] 3/2 rgs

= f (x,y,Z) - f(0,0,0),

_l ...l - -
-® M (a}: )y =
kde £ je funkce t¥{ prom¥nnych, dané prvnim zlomkem v (2). Predpokléddme nyni
[?[ K r, pak se lze pri vypodtu f omezit na prvn{ &leny Maclaurinova rozvo-
je:
2f
dz

f
fix,y,2z) = £(0,0,0) + 2z
ax

Y
=0 =0 =0

Tak dostévdme pro x-ovou sloZku zrychleni hodnotu &KS.Zx/r;s- Podobng& lze v, _‘~
¢{st druhé dv& sloZky; vektor ‘E’Z je

xMs
5

Nadrtndte tento vektor v rfiznych bodech v rovin¥ xz !

Poznémka: Ke zrychleni ?Z lze piiradit s{lu _F:Z
lze odvodit sflu vyvolanou priteZlivost{ M¥s{ce. Tyto sily, zvané slapové, vyvi

a = (2x, -y, -z)

=
s

= ma._ ; Gpln® analogicky

1évaj{ nap¥. morsky priliv a odliv.

Glohy

v tomto odd{le povaZujte, pokud nen{ jinak uvedeno, tvar nebeskych t¥les za

L ulov§. Polomér Zem& Ry = 6370 km, hmota Zem¥ M, = 5,985 . 1024 xg =

v 1 -2 L -1 =
2t . 3,992 . 10 2} e7%, xae 2= 6,67 . 10711 wrg s ™2 je gravita¥n{ kon-
tgrta. Stredni vzdélenost{ dvou t¥les nazyvéme aritmeticky promsr meximdln{ a mi-
pimélni vzddlenosti a tedy i (1lze-1i zanedbat vliv ostatnfch t3les) hlavnf polo-

osu Keplerovy elipsy, kterou opisuje jedno vf&i druhému.

. Vypo&téte minimdln{ rychlost, kterou je tireba udslit tZlesu hmoty m na povrchy
Zem3, aby
1. se dostalo na kruhovou ob&Znou dréhu kolem Zem¥ (I. kosmické rychlost
v.)
I b4

).

2. opustilo oblast zemské pritaZlivosti (II. kosmické rychlost Vi1

FeuvaZuje se odpor vzduchu a rychlost t¥lesa, zpfisobend rotac{ Zems.

p. Za t&chie podminek jako v p¥{klad¥ 1) vypodt¥te minimdlnf{ rychlost Virye Po-
trebnou pro opust&n{ sluneén{ soustavy (III. kosmické rychlost). Zemskou dré-

hu kolem Slunce uvaZujte jako kruhovou s polom&rem r,, = 150.10° km.

Nédvod: Celkovd energie t¥lesa v gravitacn{ poli Slunce musi po opultinf
oblasti zemské pritaZlivosti byt nezdporné.

« V jaké vy3i naed Zem{ se musf{ pohybovat staciondrni{ druZice (tj. takovd, kterd
"st0ji" stdle nad stejnym bodem zemského povrchu) ?

+ Perigeum druZice mé vydku 300 km, apogenum 1200 km. Vypoct&te dobu obdhu T }

-

+ MEsic Marsu Pobos mé stredni vzddlenost od Marsu Sl[P = Y360 km, ob&%nd dodba
{hvézdng) je Tp = 0,319 dne, jeho hmotu lze vzhledem k hmot¥ Marsu zaned-
bat. Odhadn&te gravitadni zrychlen{ na Marsu, je-li stiedn{ polom&r Marsu R
a3l 3380 km. (Zanedbejte v1iv zplost&nf, vliv vlastn{ rotace Marsu a v1liv slu-
nedn{ p¥itazlivosti.

» ¥eziplanetdrn{ kosmickd sonda (hmoty m) se blfZf k Marsu relativn{ rychlost{
Vo = 3 km/sec a se zimdrnou vzddlenost{ a 104 km (tj. trajektorie sondy vzhle-
::m k planetd mé prfmkovou asymptotu, JejiZ vzddlenost od stredu planety je a).
anovte: )

a) minimdln{ vzddlenost r,» na kterou se sonda k planet® pribl{z{,
b) odchylku ¥ sm&ru, kterym sonda opousti oblast pritaZlivosti Marsu, od
ptvodniho sm&ru.
PouZijte ddaje z ulohy &. 5.

Z

Ji3td omezend oblast prostoru je vypln¥na hmotnymi tdlesy; vnd této oblasti je
un{sting homogern{ hmotné koule o stredu S. UkaZte, Ze na kouli plsobl stejnd
S{la, jaké by pfisobila na hmotny bod o stejné hmot&, jako md kouie, umistEny

V b0od% S. (Lze pouzf{t vysledku Feseného pPikladu 1.)
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8. P¥imou integraci vypoit¥te intenzitu gravitaéniho pole rovinné tlusté homgl
Je vhodné pouZit vélcovych soufadnic, poldtek volii
ve vysetrovaném bod&, osu z kolmo k vrstvé. Ze symetrie konfigurace kolem }
osy z plyne, Ze jedind nenulové sloZka intenzity E je ve smiru z. Lze poc(

genni desky. Poznémka:

t4% potencidl integraci?

Rovnoramenné véhy, umf{st¥né nad silnou vodorovnou olovEnou zdf tloustky
h=2m jsou vybaveny je3t® dalsim parem misek. Tyto misky jsou umistényt
zd{ a spojeny s hornimi miskami drédty, prochéze jic{mi otvory ve zdl. Vlevg
sklenind koule naplndné rtut{ hmoty m = 1 kg unf{stdna na misce pod zd{, vQ
vo stejné koule ned zdi. Na zbfvajicich miskdch jsou prézdné sklendné kou
kvili kompenzaci vztlaku vzduchu. Vym¥nime-1i mista obou koul{ vlevo a pro’
deme-1i toté% i napravo, vychylf se vahadlo o stejny thel jako privaZkem )
Am = 3,75 mg. Jaké z toho plyne hodnota % ? Hustota olova je 11,3 & cm =3,
7e¢d poklddejte za nekonecnou ve smdru kolmém na zév&sy misek, zanedoejte f
gravitacni pole poklddejte za homogenni. (UZijte vysledek 3

otvord; zemské
hy 8-)

Vv Ccevendishovd pokusu ke stanoven{ gravitadni konstanty 2 jsou oloviné
1i8ky K1, Ky (se stredy S,
= 0,74 kg) pripevn&ny ke konchm nosniku, zavéseného uprostfed na torznim g
v&su. Zkroucen{ torzniho vldkna o Uhel 1 rad vyZasduje silovy moment k.1 A
= 0,92 . 106 N.m. Umist{-1i se proti nim koule K;,K, se stredy S1» sé, ka
bmoty M = 160 kg, zkrout{ se zdv&sné vldkno o thel ¥ = 0,084 rad. Predpok
dejte, Ze {po zkrouceni zévésu) jsou pr;mky SlS1 a 82 82 kolmé x piimce §
piicemZ Sl S2 = 2a = 42 cnm, Sl Sl
plynouci z tohoto m&reni. Hmotu nosniku v porovnéni s hmotami kulicek Kl’

zanedbe jte.

Vektor'??z:V'rovnici(3) z regeného pifkladu lze pokladat za intenzitu jis
silového pole. Md& toto pole rotencidl? Mdé-1i, jaky?

V nasem piibliZen{ predstavuje kulovy zemsky povrch soutasn& ekvipotencif;
plochu zemského gravitaéniho pole. UvaZujeme=-li jest® slapové sily napr.
Slunce, tvar této ekvipotencidly se zm¥ni: ndkde dojde k malému zvyseni,
de snifeni vzhledem k ptvodni kulov$ plose. Vypott&te rozdil vysek neijéf
ho a nejni%siho mista piri stiredni vzddlenosti Zem& od Slunce, je-li obéZni

doba Zem& kolem Slunce TZ =
Poznémka. Jeliko# hledina kapaliny v hydrostatice tvori ekvipotencidl
plochu, udévala by tato hodnota stoupnut{ hladiny oce&anu na rovn{ku pri p#
livu oproti odlivu, ze zjednodusujicich predpokladd, Ze ]
a) uvazujeme jen vliv Slunce,
b) zanedbame sklon zemské osy vaci ekliptice,
¢) rotace Zem¥ je tak pomald, aby se hladina oceanti statila ustdlit,
d) lze zanedbat zmdnu pivodniho gravitaé¢niho pole Zem&, zpisobenou pi
misténim vodnich mas. '

3 J

Poznémka. Podobnéd m&ireni byla skutecn¥ té% uZita ke stanoveni gravital
konstanty. Na rozd{l od nadich zjednoduseni viak mé znaétny vliv nehomogent
zemského gravitadniho pole ve svislém sm&ru (gravitaéni zrychlen{ klesd s

Xou). Tento vliv lze stanovit opakovénim pokusu pIi odstran&né olovéné zdi

vfpodtem jej lze pak vylouZit.

S, se stejnym polomé&rem r 2,5 cm a hmotou m |

20 cm. Vypoct&te hodnotu &

365,25 dni.

aky Je pomdr velikosti slapovych sil od MEsice a od Slunce? Po&itejte se
gtredni vzddélenost{ Slunce a M&sice od Zem&. Ob¥Znd doba (hvézdnd) Mss{ice ko=~
lem Zemé je Ty = 27,3 dnf, jeho hmota M_ = M, /81,3. S pouZitim vysledku Glo-
ny 12 odhadnéte, jekd by (za zjednodussn* b - d v uloze 12.) byla velikost
prflivového vzdut{ za novoluni &i za uplnku, kdy se vlivy Slunce a M&slce ze-
gilujf, & Jekd v prvnf &i tretf{ ¢tvrti mEsice, kdy oba vlivy ptisobl proti so-

bE.
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6. Z4dkx1ladni{
hmotnyfch

UWlohy mechaniky soustav

bod ¢t a tuhého t&lesa

Resené pifklady

1. V rozfch pravidelného StyFst¥nu jsou unistény hmotné body o hmotéch 2,4
3, 4 a 5 kg. Délka hrany ¢tyrstdnu a = 2 m. Naleznéte polohu t3Zisztd (hmotné
stiedu) této soustavy hmotnych bodd.

Resen{:

Soustavu soufadnou zvolime napi. tak,]
jek je zndzorn&no na obr. 6,1. Bod o hmot¥
3 kg (budeme ho oznadovat jako prvni) leZi
v poddtku soustavy souradné, bod o hmots 4!
(druhy) na ose x, bod o hmotd 5 kg (t¥et{)]
v rovin& x, y. Poloha &tvrtého hmotného bod
ktery mé hmotu 2 kg, je dédna podminkou, Ze}
body tvoii pravidelny &tyrstin. Polohové vi
tory f;a hmoty m, prvého aZ &tvrtého bod ]
jsou

Z

=(0, 0,0 m
- (2, 0’ O)E

= (1,3, 0O) m
(1, /373, 2/2/3) m

« Dosadime-1i do tohoto vz

m, a
obr.6,1

Polohovy vektor hmotného stiedu r

hu vyse uvedené hodnoty, dostdvime pro Jednotlive souradnice hmotného stredu v
mi zvolené soustavd soufradné

xg = (4.2 + 5.1 + 2.1)/14 = 15/14 = 1,07 m;
Yo = 17 .\/3/42 = 0,700 m; z, = (2/7)\/2/3 = 0,233 m.

2. Stanovte nejv&ts{ rychlost, kterou miiZe dosdhnout bod homogenni krychl
o stran¥ a = 2 m, rotuje~1i krychle uhlovou rychlest!{ W= 1 s-l. HEmotny stred’
krychle se pohybuje rychlost{ V_ = 1 m/s. ’

ReZeni :

Pro rychlost Tlibovolného bodu krychle plat{ vyjéddreni
—_ >
Vs + Wzxr,

—
v =

- - . — 3
kde V; je rychlost hmotného st¥edu, (U vektor uhlové rychlosti otdteni a r pold

hovy§ vektor bodu, v n¥mZf uréujeme rychlost vghledem k hmotnému stiedu.

Méme~-11 ddnu velikost vektoru ZF, velikost vektoru x T bude nejvdts{ p

bod koule nejvice vzddlenf od osy otd¥en{. Takovim bodem bude ziejm& ndktery z

cholft krychle. Zvolime-1i soustavu sou¥adnou s poddtkem ve stiedu krychle a s of
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¢ smEru jednotlivfch stran krychle, bude mit jeden z vrcholll soufadnice
a/2]. Vzddlenost tochoto vrcholu od libovolné primky jdouof stiedem
tedy i libo-

pi ¥
a/2s
E./yihle: Jeaﬁ, smdr je uréen jednotkovym vektorem ¥ (vl, V2, V ) -

ol 08Y otddeni -~ je dédn vyrazem

(a/2) \[3 = vy + vy + )2,

yeximum d_nastene, kdyZ V) + v, + = 0. Uvézime-lli jestd podminku jednotkového
vektory V% +V, po = 1 bude vzdélenost d nejvdts{ pro takovou volbu vl a vy,

2 2 <
Kterd gpliuje podminku vl + V]V, vV, = 1/2. Hodnotu y, uréime \z/e_vztahu \J
. -y * v,). ‘Pi{kladem takové volby mohou byt hodnoty v =1/Vé6, Vv 1/\/—

GV3 -9/\/-6—)

8 =

pro velikost rotaéni sloZky rychlosti 7; = ax—;dostavéme, pFi maximélnd

hodnotd vzdélenosti 4 = a\/_/? a=2maw=18 wvﬁ-/9 -\/— m/s.colkové

,ycmostv vzcholu krychle bude v uvazovaném p¥{padd maximélni kdyé vektory v = vs +
Wx r a V budou rovnob&iné, coZ lze splnit pouze, kdyZ W bude kolmé k V .

potom V uréitem periodicky se opakujic{m okamZiku dosdhne rychlost vrcholu krych-

le meximélni hodnoty velikosti rychlosti v = V_ + v = (1 +V/3) ws.

,V=

3. Sile F mé slozky P = (-1, 1, -1)N a pisob{ v bod® A o sou¥adnicich A =
= [-2, 1, 0] m. Vypodftefte jeJf moment whisdem k boduBo sourednicich B = [2, -1, 1] m
a vzhledem k ose, kteréd prochdz{ bodem B a jeji
smér je urden vektorem @ o slo¥kéch a = (1,1, /
1) m. (Viz obr. 6,2.) d

fedeni :

Moment si{ly vzhledem k bodu M je definovén
vektorovym soudinem ¥=7x i": kde ?je poloho-
v} vektor-piscbist® s{ly vzhledem k bodu, k n&-
muZ moment s{ly poditédme. Moment sfly vzhledem
k ose M° je prim&t momentu sily vzhledem k 1i-
bovolnému bodu na této ose do osy.

7
7

= A~B = (-4, 2, =1)m
= (-1, 1, -1) X

obr. §2

moment sf{ly pod{téme.

- 2\3 Fn.

L, L, 1)
. (%'
J® jednotkovy vektor ve sm¥ru osy, vzhledem ke které
uo N ? — )
=] Vi V3 V3
4. Je ddna soustava t¥{ hmotnych bodd o hmotdch my

1 kg, m, = 2 kg, m, =
Jejich polohové vektory jsou ddny jako funkce &asu

5) m
(12 + 2,1, 0) m

?; (2t, 4t,

(1, t2 + 2, 0) m.




1.
?o
3.
4.
Reseni:

celkovou hybnost soustavy P, - :
celkovy moment hybnosti soustavy B vzhledem k poddtku souradné soustaVy
vyslednici F vnéaéxch sil, které na soustavu pusobdi,

vysledny moment M vndjéich sil vzhledem k pofdtku souiadné soustavy,

d% vzhledem k poZdtku soufadné soustavy

-] —»> -
; ml;; (2,4,0) kgms 1; ryXm;v,

(2%,0,0) ms-l;

10,2%,0) ms™%;

Vl (294;0) ms-l
— -1

BoVa

——>

m3v

; T
* 2

xm3v

(4%,0,0) kgms

1, >

= {0,6%,0) kgms ~; T 2

(0,0,+6t) kgm¢s™

Celkovou
”’ch sil F a vysledny moment vn&jsich sil M vypotitdme ze vzorcd:

1. P = = {2+ 4t, 4 + 6t, 0) kgms -1

—>
1* 03Vy

-1

(-20, 10, 2t) kegm’s

(4, 6, O) N

—

4. M (0, 0, 2) Nm.

Tedkou je znalena derivace dle Casu.

Vypod{tdme rychlosti, hybnosti a momenty hybnosti jednotlivych hmotnych bof

(-20,10,0) kgm2s™}

(0,0,-4t) kegms™

hybnost soustavy P, celkovy mcm=nt hybnosti soustavy B, vyslednici vn

5. Homogenni tyé véhy P a delky'{:>h e Oprena o st&nu vysky h, se ktero

svird thel K (viz obr. ). Urcete sily E a RB’ kterymi pdsobl stdna a vodor-

n& podloZka na tyé a tren1 T v bodé& B, Jestllze ty¢ je v klidu. Tieni tyte a sY

ny v bodé A zanedbejte.

Y

Tyc bude v klidu, jestlize
slednice na ni p&sobicich sil F

de rovna nule a vysledny moment ;
téchto sil M vzhledem k libovoln§
mu bodu bude roven nule. Na tyék;
sobl v jejim hmotném st¥edu Svahi;

svisle dold, v bod& A reakce st

stény RB kolma k vodorovné podlo¥
ce a tieni T ve sm&ru vodorovné

podlozky. Momenty sil budeme poc
tat vzhledem k bodu B. Vektor BS

bolem r . Potom plati

> —

]

LIRS

N

A

e
RB“’T“O

— - (
Ty, X RA =0

+ +

2

RA kolma k tyci a v bod& B reakc,

é‘i

oznaéme symbolem rs a vektor BA g
|0 srézce se tedy oba hmotné body

(11
‘li thovén{ energie s hybnosti neplyne.

osy X & ¥y souradné soustavy, ve které dsle budeme poéftat,

Jsou nakreslen
obr. 643, 0sa z mir{ kolmeo ptred ndkresnu. v

Vyjadrime-1i rovnice (1) a (2) ve sloZkédch ve zvolené soufadné soustavd, do
, do-

staneme
RA 0
-k + By - Ry sin ol = ¢
RAh

cosol T

cos o ~ T

P sin X =

2 - 0

nto - e
7 t&c vztahd jiZ snadno spocitdme RA’ RB aT.

6. Dva hmotné body My, M, o hmotdch m; = m

= 100 g se pohybujf ve vod 8

roviné a srazi se. 0 sraéce pred 2 o
. poklddejte, Ze je dokonale ruZnd ¥ !

. v (50 0) s e o P + Pred srazkou

2

vypoéitejte:
1. rychlost hmotného stiedu 5;:
2. celkovou hybnost Eﬁ

3. rychlosti obou hmotngch bodg pfed srdikou a

PO srdZce v laboratornf -
stavé souradnic a v tsZizfovs soustavd souradnic. e

Poznédmka: Soustava souradnd, ve kters

(napt. Mo) v klidu, se nazyvd laboratorn{
stred v klidu, se nezyvé tazisfovs.

Je pred sréikou Jeden z hmotnych bodgy
» Souradnd soustava, ve kteréd Jje hmotny

.. —
Regen{ : my my = 100 g; v, = (5; 0) cm/s; v

—>

= (0,0) cm/s.

—
l. v

m + m, (2,5; 0) em/s.

—>

m2v2

(m + m,) vg (500; 0) gem/s.

3. a) fe%eni v laboratornd soufadné soustavé.

Qznacme V1» V2 rychlost -
nyeh bodd v laboratorni soustav& pred sréd¥kou, v L B veL fmot

jejich rychlosti PO sréice.
Plat1 zédkon zachovén{ hybnosti a zékon zachovéni energie.

Vi V

k| tsehto dvou rovnic je vid&t,%e z vektor:d ;e; ;;; ;>
i )
lze utvorit pravouhly trojihelnfk s preponou Vi}neba

MWZe nastat pripad v¥mdny rychlosti ;z =0av, = 7;2

0

rozlet1 pod cravym

U
hlem. Vice o sm¥ru a velikosti vl a v2 ze zékona za-




b) Resen{ v téZi§fové soustavé. Pocdtek t&dZistové soustavy 0 poloZime dof

hmotného st¥edu S, osy x’ a y nechf jsou rovnob¥Zné s osami x a y laborauorni
soustavy. Oznadme polohové vektory ochou hmotnych bodli v_ tézisfovv soustavd rlo,
—>
90, jejich rychlosti pied sreZkou Vip? v 0g* PO sraZce le’ 90
Mezi t&%istovou a laboratorni soustavou plati tyto transformaéni rovnice

(viz obr. 6.4):
%

—-
- m, (r) = rp)
Ti0 my + m,
- >
ml (rl - r2)

ml + m2

~> ->
103 (v1 - V2)
mj + m2

— —
my (vy = v5)
m + m,
- =

Rychlosti po srdZce v
zachovédni energie. V t&%istovém systému je celkovd hybnost P = 0.
—
v

10 + m_ v = 0

20
-,
v20 0

m
Vo * ™2

1 2
2 ™ Y10

f2 l v’
MVip * 2 P2 Voo o

1 2 _ L
T MV TS

7 t3chto rovnic spolitdme, Ze

Yio ©

Y20
2 - i
a miZeme nakreslit obrdzek 6.5. Uhel X {(uhel ;30 a vlo} nen{ urcen ze zdékona z4

chovédn{ hybnosti a energie, ale zdvis{ na siléch

Yy pisobicich mezi ob¥ma hmotnymi body.
P

— B
m, = 100 g, v; = (5, 0) cm
v, = 0, dostaneme pro rychlosti pXred sraZkou a rq
srdfce v t82i5¥ové soustavd:

PoloZime-11i m =
-

—

Vig = (2,5; 0) em/s
v (=2,5; 0) emys

= 2,5 cw/s

r
o 20 V20
m ,

Y10

obr. 6,5

ryehlost{ v téziéfové soustavé k rychlostem v laboratorni soustsv se doatanem

odedtenim rychlosti v o (Vviz obr. 6,6).
—»
v

(4

\P)

JestliZe o, = m,,pak Vi = Y20 a snadno se da ukazat, Ze v

raj{ pravy thel.

lO’ v20 se spoditajl ze zdkona zachovan; hybnosti a zakon

—> -, . 4
Uhel o mezi Vio @ V1o urcit nembzeme, protoze nes
me zakon sil, kterymi na sebe hmotné body piusobi.

homogernim kotouci
ktery je v klidu,
clovZk hmoty m.Kotouc se miZe otg-

7. Na vodorovném
pmoty # a rolomiru R,

sto+
cet bez treni kolem svisl! osy grochdze-
jlei jeho stredem.Jakou Uhlovou rychlosti
y+ se bude otacet kotoul,prtjde-li clovik
co krufnici poloméru r,orsant kolem stre-

du kotouce, relativni

rychlostl v vzhle-~
dem ke kotouci?

Zachovévd se moment hybnosti §>sou-
stavy sklddajici se z clovika a kotoute,
protoZe vysledny moment vndjsich sil vzhle~
dem k ose otdteni se rovnd nule.Na pocdt-
xu je Glovek 1 kotou¢ v klidu,je tedy B =
= 0. Pohybuje~1i se ¢lovik vznledem ke kotouci udhlovou rychlost] Z;: bude se ko-
tou¢ otacet dhlovou rychlost{ w takovou, aby platilo

— -,
B = I, G + I, (W+ @) = ¢ (1)

. C 1 )
V t£to rovnieci je Ik =5 R* moment setrvacnosti kotouce vzhledem ke svis-

je moment aetrvacnoct: Clovéka vzhle-
dem k téze ose, @& a éU maJi smeér OSy otaceni kotouce, W = v/r.

14 ose prochézejici Jeho stredem, Iy =m r-

¢z rovnice (1} vypo¢ltsame uhlovou rychlost

a; Is &'
= - T;-:—ff (2)
Uhlové rychlost w me tedy velikost W =
Ghlovd rychlost a)

2
mrv/ (—5— MR + mr?) g opa¢ny smysl neZ

€. Jaké maximalni rychlosti dosdhne raketa, kteri nese Falivo o hmotd M a je-
4
iz Vlestn‘ hmota je mo° Splodiny horeni jsou z rakety vystieloviany stdlou rych=
lost{ W . Pocatecni rychlost rekety je nulova.

BE§en1:
e

V Case t md raketa hmotu m a rychlost ;t Jej{ hybnost je nﬁt Za cas dt jsou
Z rekety vystreleny plyny 0 hmot#& dml, Jejichz rychlost vzhledem k inercialn{ sou-
Pedné soustave je vl. Reketa tim ztrdei{ hmotu dm = - dml a jeji rychlost se zms-
ni o ¢v, Hybnost soustavy kladach; se z rakety a z plynlt vypusténjch za cas dt
J¢ Vv case t + dt rovna (m + dm) (V + 4v) - dm V. Ze zdkona zachovdni hybnosti

v z z J.
Soustavy pak dostdvédme rovnici

—

> —
m = (m+ dmd (V. + &¥) - dm v (1)

kte . .
) Tou po zanedbdni nekoneénd mald velic¢iny druhého radu dm d?’mﬁzeme upravit na
Var

-
(;i - v) dm.

Vztéhn
ey €me-1i zmdny hmoty a rychlost1 k casu, dosadime~1i relativn{ rychlost vy=
] A
enyeh plynd viei raketd g za Vl -v a predpoklademe=~1i, Ze na raketu. pisobi
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PAEINE]

" - «1 m . ¢ 3 ‘.

. . —»am . B i V- . L L . ) )
v rovrnici 3Y byva vyraz u Tt vaiovan jako wlla wvad:sjlcl rakelu dc johybu a
zjven taZnou ‘reaktivni} silou.

a

pri vysetrovéni maximalni rychlosti rakety buccme pieupokladatl vnejsi sily

e , , R o

¥ = 0. Je-1i pocatecnf ryehlost nuiova, z podminky korstaninl rycaiostl u =
’ ipe 90 3 . 5t

plyne, 2e se reketa bude pohybovat po pr.omce. Z rovnice '7, pak dostavare

mdv = = udm

Integraci
v = = ulnmo+ Gy

Konstantu C uréime z poaminky, Ze v Case t =0 je v =C

c u ln M + mo).

M+ Mg

u in —e— (8}

o

Ne jvyss{ hodnotu v .

veskerého paliva je m_ ; tedy

of
M+m°

v = ulp——2 _ (y

maXx mo

— . R V. N I . B
cef wila P, aoutavame Mesierox L0 TOVR1CL Y0 L0509 tiieva ¢ proménnoyl

doséhne rakets pro nejmensi hodnotu m, ktera po vyhoren{

Ulohy

1. V rozich &tverce o strand a = 20 cm jsou umistdny hmotné body o hmotdch m, =

1
=10 & m, = 20 g, my = 30 & m, = 40 g. Najd¥te polohu hmotného stiedu.

i hmotné body ¢ hmotdch B = m, = my = 60 g jsou umistiny v rozich rovno-
stranného trojdhelnika o strand a = 20 cm. Najddte polohu jejich hmotného stie~
du.

Nalezn¥te polohu hmotného stredu homogenni desky tvaru pismene T, jeji{Z rozm¥-
ry jsou zakresleny na obrdzku 6,7.

Hustota tyte viude stejného priiezu y
roste rovnom&rn& od jednoho konce
k druhému podle vztahu @ = ax,a>O0,
konstantnf{. Najddte polohu hmotného
stiedu tyce, je~1li celkovd délka ty~-
ge t.

I? em
V homogennim disku o polomdru R =

10 cm je vyiezdn otvor o polom¥ru X
r=5 cn, jehoZ poloha je vyznaltena
na obrédzku 6,8.Najd&te polobhu hmot~
ného stredu.

Stanovte polohu hmotného stiedu ho-
mogenni polokoule.

Stanovte polohu hmotného stifedu kou=-
le 0 polom&ru R = 2 cm, jejiZ jedna
polokoule je z olova (hustota @, =
= 11,3 g/cm3) a druhd polokoule z cf-
m (9, = 7,2 g/cmd).

Stanovte polohu hmotného stiedu la=-
na L o délkové hustotd 4, jehoZ tvar
Je dén obrézkem 6,9. Volte délku d
takovou, aby v soustavd® soufadné
zvolené na obr. 6,9 byla x soufad-
nice hmotného stredu Xg nulovd. Ja-
kéd bude p¥i této volbE d souFadnice
¥g hmotného stiedu a potdteini ener-
gle lana v t{hovém poli,predpokléd~
déme-1i,%e t{hové zrychleni mé smér
zéporné osy y a pro y = O je poten-
cidln{ energie nulové?

Urtete nejvEts{ rychlost Vmax @ D€

mens{ rychlost v jakou se mohou

min’

- 61 =




pohybovat vzhledem k silnici osy
Slapek jizdniho kola, které jede
rychlost{ vg = 30 km/hod. Zubat¢
kolecko v zadnim kole md 18 zubg,
kolo v ose 3lapek 54 zubt. Délka
kliky 5lapek (vzdalenost osy slap
ky od spoledné osy otdcenf obou
slapek) £ = 18 cm. Polomdr zadni:@
kola R = 35 cm. Predpoklédejte, el
kolo na silnici nepodklouzdvd. |

Zvolte pravotidivou kartézskou eof?
stavu soufadnou s poddtkem ve stf:_
du Slunce, & osou x mi{i{c{ k peril
heliu a osou y zvolenou té% v rovily
ekliptiky takovym zplisobem, e Zems oy

hd v rovin¥ x, y v kladném smyslug

V této soustavid souradné stanovtesi
rychlost bodf na povrchu Zems, na48
chédzi{-11i se Zem& v periheliu a ardl
liu. Pro tyto dva pripady uréete,}

které body Zem¥ budou m{t v urditém okamZiku maximéln{ a ninimdlni{ rychlost g:
vzhledem k zvolené soustavd souiedné. Velikost maximdlnfch a minimélnich ryci
losti udejte &{seln¥. V1iv M&sice, precese a nutace zemské o8y a dals{ obdobd
né vlivy pdsobic{ na ob%h Zem& kolem Slunce zanedbejte. 4

obr 69

= =
Vypotftejte moment i?sily T vzhledem k bodu B. Sila i’pﬁsobi v bod& A. F = |
= (2, =4, 5) N; A=[1, 2, 2] m; B=[-2, =1, -1] m. ]

V homogennim ti{hovém poli jsou umisté&ny 2 nakloniné rovinnyl, 92 svirajied gz
spolu pravy uhel. Rovina P1 svird s vodorovnou rovinou Ghel o4(viz obr. 6’1Q4
Ve stejny okam¥fik vypustime voln& z bodu A, ktery leZ{ na priseénici obou rog
vin, dva hmotné body My, M, o hmotdch m), m,. Necht hmotny boa M, se zatne |
pohybovat po roving Pl a hmotny bod Hé PO roving 92.'Pomoci I. véty impulsovyf
respektive véty o pohybu hmotného stiedu soustavy, stanovte pohyb hmotného
stredr ~ustavy sklddajici se z hmotnyeh bodd My, M,.

lel

ly,

1EX

T

14e Hmotny bod o hmots m

16, Tuhé t&leso se sklddd ze dvou hmotnych bodfi o hmotéch my

17,

13.5tfela 8¢ V nejvyssim bod& své dranhy ve vysce h = 19,6 m roztrhla na dvé stej-

né éédsti. Za dobu Z = ] gee po vybuchu dopadia prvni édst na zem pod bod Gré-
hy, ve kterém nestal vybuch.

l. Jaké je vzddlenost 5, nista vystrelu a mista dopadu druhé Gdsti stie-
ly, dopadla~-li prvni &&st do vzddlenosti s, = 1000 m od mista vfstielu.

%+ NapiZte rovnici drdhy hmotného stredu obou ¢dsti strely.

4 g kond kruhovy pohyb. Vektor uhlové rychlosti & =

= (1, 2, 3) s7L, Polohovy vektor bodu je v urditém okamfiku ¥ = (1, 1, 1) em.
vypotitejte moment hybnosti hmotného bodu v tomto okamZiku vzhledem k poddtiku
goufadné soustavy.

15. Vypocite jte moment hybnosti E’vzhledem k libovolnému bodu na ose rotace

a) hzmotného bodu o hmots m,
nici o polom&ru a,

b) dvou hmotnych bodd o hmotédch m o= m, = m/2 epojenych tuhou nehmotnou
ty¢i délky 2a, kterd se otdéf Ghlovou

rychlost{ & kolem osy kolmé k jejich
spojovaci tyéi a prochdzejfci hmotnym stiedem.

ktery rotuje uhlovou rychlost! w po krui-

mam =3 mspo-
jenych tuhou nehmotnou tyéd délkyf’. 0tée{ se tasov¥ promZmnou uhlovou rych-
lost! o kolem osy kolmé ke spojovaci ty¢i a prochdzejiecd hmotnym stiedem t&-
lesa. Hmotny stred t&leésa je v klidu. Vypocite jte

a) vy¥slednici vn&jsich sil‘it které na toto t¥leso ptisobd,

b) vysledny moment vn¥jsich sil ﬁ?vzhledem k n¥jakému bodu na ose otg~

geni.

Tuhé t&leso se sklddg ze dvou hmotnych boda M
spojenych tuhou nehmotnou tye{ délky €=
bod M; pasobit sfla ¥ = (-1, 1, 0) ¥ a na hmotny bod M, sfla F, = (2, ~2,0) N,
V case t = 0 jsou oba hmotné body v klidu a maji polohu danou soufadnicemi

Ml = [0, 0, o] m, M2 = [f, 0, 0] m. Jak se pohybuje hmotny stred tohoto tuhé~
ho t&lesa?

» M, o hmotdch m=m, =1 kg
l m. V Gase t = 0 zacne na-hmotny

Zalomend ty& tvaru pismene L s remeny stejného priitezu ze
stejného materislu délky a, b je zav&Sena v bod& 0 v ho=-
mogennim gravitaénim poli {viz obr. 6,11).  Jeky Uhel ¢
svird remeno a se Svislym sm&rem, je~li ty¢ v rovnovdzné
roloze?

MEjme konstrukei dle obr. 6,12, kteréd je slozena ze stej-
n& dlouhych tysf spojenych otoénfmi klouby. Hmotu ty&{f
2enedbdme. Na konstrukei vis{ v naznateném mist¥ zivaz{
hmoty m. Urcete velikost sil F, a P3s kterymi pdsob{ kon-
Strukce na podloZku v mfstech A a B a napst{f v tydi g,

Stanovte pro jeky thel ZX (dhel.kterﬁ svird tyé s vodorove
rovnou rovinou) bude v rovmovéze ty¢ T hmoty m leZic{ na
dvou hiladkych rovindch, kterd spolu svirajf pravy thel a
JejichZ presednice je vodorovns. Ty¢ je kolméd k prisedni-
¢l a Jedna z rovin svird s vodorovnou rovinou ﬁhe;oc(obr.
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obr. 643

6,13). Urtete velikosti sil F,,F
rymi tyé pisobl na roviny v m*stee
A 2 B. NeuvaZujte pripesdy, kdy tyé
leZ{ podél jedné ze stin.

Na kouli bmoty m, pohybujici se ry

lost{ u2 narazi jind stejn¥ velkd f:

le hmoty m,, kterd se pohybuje ryel
iost{ ul v témfe sm&ru. Koule jsouj
homogenn{ a jejich hmotné stredy s
pohybuj{ po téZe p¥imce. SréZku po

klddejte: 1. za dokonale pvuZnou,f

2. 2a dokonale nepruZnou a opocite

rychlosti ul a E;.koul; po sréice |
v p¥{padd 2) ubytek kinetické enert

Dva hmotné body o hmotdch m, = 2 gil
m, =5 g maj{ pred srdfkou, bshem f:
ré se trvale spejf, rychlosti ;I =]
= (3, 5, 0) CIj

(10, 0, 0) cm/s, '\7:

1. Jakd je rychlost hmotného{

ot
du soustavy Vg ?

2. Jeké je hybnost spojenych hmotnych bod§ B?

—
veé P ?

4. Jaky je pomdr Ep /E kinetické energie po sréZce ke kinetické ene

gii pied srdZkou?

5. Pro které otdzky (1 =~ 4) je t¥eba v¥d&t, zda se body po srdZce spoll

Jily?

Drevdny hranol o hmot& m, = 3 kg leZ{ na vodorovné podloZce. Je zasafen s5

3. Jakd je hybnost spojenych hmotnych bodd v t3Zi3¥ové souradné soust

lou o hmoté& m = 5 g Strela v nm zistane a hranol se posune po podlozce
25 cm. Koeficient tfeni mezi hranolem a podloZkou je 0,2. Vypoéitejte ryca

lost strely.

?4. Koule bxoty m je upevn¥na v gravitaénim poli na vldknu délky{? které se m

Ze otdSét kolem bodu 0 (viz abr. 6,14).

A 0

\

\

(GEN

N~

~

LSS
obr. 644

Koule je vypusténa z klidu 2z bodu :f
ktery je ve stejné visce jako bod §
sraz{ se s hranolem hmoty M lez{c!|

na vodorovné podloZce a odskoci do
du ¢ (nedokonale pruiny rdz}. Vypo
tejte rychlost vys kterou md koule
t&sn& pred srdikou s hranolem, rye

lost Vo kterou md koule t&snd po §
sraéce, rychlost v hranolu tésng 4

srézce a koeficient restituce k.
te velikost Ghlu ZS, je-1l1i srdZka |
2i hranolem a kouli dokonale pruzn

Kuli¢ka 2z plasteliny o hmotd m = 1;

B!

29,

pohybujici se rychlest{ v = 700 cm/s nara-
z{ na blok hmoty M = Y00 g a uvizne v ném.
Blok leZi v klidu na stole a je upevnZn na
pruZin, kterd neni{ p¥ed ndrazem stlalend
(viz obr. 6,15). Keoficiewt tien{ f mezi
plokem a stolem je 0,25,pruZinova konstan-
ta k = 9,8.10% dyn/cm, pruZinu poklédejte
za nehmotnou. Vypoéitejte maximdln{ stla~
ten{ pruZiny.

obr. 615

Krasobrusla¥ d¥ld na hladkém led®& piruety. P¥i rozpaZeni se otdd{ s dhlovou
rychlostf W, = 6,28 s7l, s jakou Uhlovou rychlost{ se bude otddet, kdy% p¥i-
paZi? Moment setrvatnosti krasobruslaie odhadn¥te tekto: mé~1i brusla¥ pripa-
%eno, poklddejte ho za vdlec o hmot® 60 kg a polom3ru 0,2 m (moment setrvadnos-
t1 12), pri rozpaZeni ho poklddejte za sloZeného z valce o hmot¥ 52 kg a polo-
méru 0,2 m a dvou tyd{ kolmych k ose otddeni; kaZdd tyc mé hmotu 4 kg, délku
£= 0,6 m o jeji hmotny stied je vzddlen 0,5 m od osy otédteni (moment setrvad-
nosti Il)'

Vodorovny kotoud polomdru R a momentu setrvadnosti I se volnd otdd{ kolem svis-
1¢ osy prochédzejic{ jeho stredem s konstantni Ghlovou rychlost{ a’l' Na jeho
okraji stojf &lov&k hmoty m. Jak se zmsn{ Uhlové rychlost kotoude, prejde-li
¢lovdk z jeho okraje do stiedu? Jak se pFfi tom zm¥n{ kinetické energie celé
soustavy?

Jakd je taZnd sf{la F rakety, kterd spdl{ za vterinu 10 kg paliva a produkty
ho¥en{ tryskajf{ z rakety rychlost{ u = 103 m/s? Jeké je poc¢dtesni zrychlend a,
rakety a jaké je jeji zrychleni ae t&sn& pred shofenim vedkerého paliva, Je-li
vlastn{ hmota rakety n, = 50 kg a v raketé je pred zapdlenim motort M = 100 kg
paliva? Jakou rychlost Vo dosédhne raketa po shoren{ veakerého paliva, je-1li
Jeji potdtedni rychlost nulovd? Prepoklddejte, Ze na raketu krom¥ taZné sily
nepfisobi jind sila.

MiZeme-1i dosdhnout nejvyse rychlosti u = 3. 103 m/s produktf hofen{ vi&i rake-
t&, jaky mus{ byt pom¥r vychoz{ hmoty m a kone&né hmoty m, rakety, abychom do-
séhli rychlosti rakety Vo = 8. 10 m/s.

UvaZujte nddobu z Glohy 472. kap. 2 a piedpoklddejte, e otvor nen{ ve dnd né-
doby, ale na jejim boku t3sn® nade dnem. MiZete pro stanoveni konedné rych-
losti nddoby uZit vysledku Feseného piikladu 8 ?




7. 0téd &end tubédho té&lesa

Resené p¥{klady

1. Vypodt¥te momenty setrvainosti homogennfho kvddru x| <a, [yl <b,
legc kolem soufadnych 08 x, y, z a kolem uhlop#{¥ky kvddru.

fegen{ :

Momenty setrvadnosti lze v mnoha p¥{padech, pokud jde o homogenn{ t&lesa
{hustota 9 konstantni), poditat ze vztaht (nap¥. pro Iuz
vzhledem k ose z)

— —

Iy = X (x2 + yz),

kde X = @, V je hmota t¥lesa,
— * 00
2 -1 2 -1 2
= Y=Y

x v _/:/'/'x;i°° -MXS(I) |
t&lesa V = ff av = f S(x); Aje prostorovd oblast, kterou t&leso vyplnuje af
A & ]
p¥es kterou integrujeme. Piritom S(§) =f({; dydz jsme oznadili ploiny obsah rd
b ?

dx a podobn¥ je definovéno y”. Objen

vinné oblasti & (§ ), kterd tvor{ rez tslesa A rovinou x = § - (Neprotiné-1i ta
rovina t&leso, je S (f) = 0.) Pro kvédr vyjde S(f ) = 4 be pro Ifl X &, jinak |
S(f) = 0. Dostaneme "
2 92

3

2 2 2
c a + b
— Tedy Jzz = M 3 s d =

s podobn¥ y2 = 3 x

- Moment setrvatnosti kolem Ghlopridky se vy- ‘

potte dle vztahu J_ﬁ, = . ;[_1 Jij ny nj,kde Jﬁ, Je moment kolem osy, jejiZ smdr i
2 J= E

Je ddn jJednotkovym vektorem W =

(ng, n,, n3), Jix Jsou sloZky tenzoru setrvad ;‘

nosti. V naSem p¥fpadd n =

m (ayb,c) a nedisgondlni sloZky Tix
a + b + ¢

jsou nulové (viz ulohu 5). Tedy

a2b2+32c2+ b202
2

5 .

de=y =
a“ + b2+c-

n 2) [(b2+02)32+(32+b2)c2+(32+c2)b21 = %H

3(32+b2+c

nedbatelné hmot¥, na jehoZ koncich Jeou zévai{ o hmotdch By, m, (ml>m2). S ja
kym zrychlenim bude klesat t&%%{ zdvaZ{? Lano Po kladce neklouZe.

Redent:

Lze vyjit neprfklad z II. v&ty impulsové. Celkovy moment hybnosti soustavy ,,
vzhledem k ose kladky se sklddd z momentd hybnosti kladky a obou zévai{. Eless-14
zévaZ{ m rychlost{ v, mé vzhledem k ose moment hybnosti m, v R, zévai{ m, pak ;

moment hybnosti mgv R, kladka (dhlovs rychlost —;—) % . Celkovj moment \;néjél’c ]
Bl ™ k naklondné rovins vzhtiru,

811 Je dédn rozdflem (proti sob¥ ptsobfcich) momentd vah zévazi:
II. v&ta tedy ddvd

mlgR - ngR.
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- moment setrv:aénostil f

1°0,8> m, v p¥ipads a) s =

mlgR - ngn
MI - m2

d Jv
rrs (mlvR + m2vR + T) =

chlen{ je tedy konstantn{ a rovmo g% = 7
22 m o+ m 4+ =
R

3. Nezat{Zeny tr¥{fdzov§ elektromotor o 2800 otdtkéch za minutu se PO Vypnut{
gastevi b¥hem 30 8 vlivem treni v loZiskdch, které vyvoldvé konstantn{ brzdied
goment D.Jak velky je moment D a kplik ota¥ek vykond rotor po vypnuti do Uplného
zestaveni? Rotor lze poklddat za Zelezny vélec o pn’@méru 2R = 8 cm & délce v =
= 7 cm, nasazeny na Zelezné ose O priméru 2r = 2 cm, dlouhé 15 cm. M&rné hmota

jeleza O = 7,8 g/em.

Moment setrvainosti vdlce (vEetn® &dsti osy uvnity o délce 7 cm) je

1 2 X -
T(ﬂ’R2v9) R = —§—R4VP = 22.104kgm2,

poment setrvainosti zbytku osy (délka 51 = 8 cm) je

-—;—(frg—fl?)gz = —%—r4{19 = 0,1.107% xgn?,

tedy celkovy moment setrvadnosti J = 2,21 . 1073 kgmg.

Pohybové rovnice J}z = -D davéd rovnomsrn& zpomaleny pohyb, Ghlovd rychlost # =
. D ‘

= W, - ——? t, uhel otolenf = Wt ~ = t2 (klademe Cas t =0, F=0a f= W

23
" okamZiku vypnut{). V oksmZiku sastaven{ £ = 0, tedy D = Jig/t = 21,56 . 103 y.n,
- 7000

uhel otodeni je pak ¥ = -Lwc,t, po&et otddek L. —wﬁz
2 2 sy
4. Homogenn{ vélec o polom$ru R = 0,1 m a o hmotd M = 10 kg se val{ bez klou-
2én{ po naklondné rovind se sklonem o = 30°
) ve sm&ru spddové k¥ivky,
ve sm&ru, ktery svird Ghel = 60° se spadovou pi{mkou.

Stanovte drdhu S, kterou vdlec ursz{i od vypust&ni za Cas t, spec. t = 1 s. Déle

stanovte s{lu K kterou plisobl na védlec naklon®né rovina.
ReSent :

Je~1i Ghel otoden{ vélce ¥, je uraZensd dreha R/ a uhlové rychlost f OkamZ i~
tou osou rotace je dotykové pifmka mezi rovinou a védlcem, odpovidajici moment se-
irvadnosti je J = —%—- ma’-', kinetickd energie —5~ I 2. promst dréhy t&2ists Ry
0 sm¥ru spddové pi'fmky z{skdme ndsobenim cosj‘, primét do svislého smiru jests

$B| 2ésobenfm sin o&. Potencidlni energie je tedy -Mg R)"cosg" sin« a v&ta o zachové-
2. Pres kladku o momentu setrvadnosti J a o polom&ru R je vedeno Ianko o zaf

¥ energie
1 .
- J}P? - (Mg R cos )*sinw) ¥ = xonst = 0 (volime na podatku pohybu £ = 0)

(Mg R cos psincc)/d, je =2\/2 b, integraci ¥ = —-;l,— bt?,
2 t -
Urayeng draha 8 = Rf" =—3— 8 c08 2 8incG —~ . Pro t = 1 8 v pripadd b) s =

Oznagfme-11 b

1,6 m (pokléddme J =0

Pro vypotet sily _I?ozientujeme kladny sm&r osy z nasi souradné soustavy kol-
kledny sm¥r osy x ve smiru spddové primky doll. Cel-
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1

kovéd sila ?+ 'G_T kda —(?= Mg (sinoC, 0, =-cosoC), je vdha valce, se rovnd M.E;,
'5’*1, = Rf(cosﬁ?}“, sin )%, 0) je zrychlen{ t&Zi¥t&. Z toho

—
F =

2 §
ME,; -G = Mg ([—-3"- cosgj" - 1]- sin o, T3~ ©08* sin psinc,cod
Gi{seln¥ )
98,1 X. (- -%—, 0, -%-) = (16 ¥; 0; 85 X)

23,
12* 2

—
a) ¥ =

—

r

b) 98,1 N. (- T%’ = (41 N; 14 N; 85 N)
5. Homogenni véle¥ek o polomdru r = 0,1 m a o hmotd M kyvé bez klouzdn{ ve

vélcové dutin¥ s vodorovnou osou o polom¥ru R = 0,25 m. Stanovte dobu kyvu pro u
1€ rozkyvy. ]
ReZenf{: (viz obr. 7,1). PFi vychylce vdleéku z rovnovéZné polohy nechif se odvalf
oblbuk délky s. Rovina 0, proloZend o‘
mi obou viéled, sviré pak se svislou :
vinou Ghel ¥ = —-;—-. Véletek je pritonm |
vi¢1 roving O poototen o dhel ¥ = -:_—
v opainém smdru, véledek je tedy celkd
pootoden o ¥ - . Jeho potencidln{
gie je -Mg (R - r) cos # - konst, kind
) 1 Y f
tickd energie ——~ J (Y- )2 <
J

== (——f.—“- l)?‘f"?, kde J je moment s’
trvacnosti vzhledem k povrchové primce
Jd = -5 Mrz. Rovnice zachovéand en’ergi
J R 2.2
-5 (- D°¥° - Mg(R - r)zcos 7 =1

3

= konst md pro cos f~ 1 - -;:; Tesen{ |

tvaru £ = A sin wt, je-1li %(-R;-- 1)2(1)

Mg(R - r) .3 , tedy doba kyvu T/2 = |
_ '!/B(R-I') _ f

= ﬂ’/w = ——-58—-—- = 0,48 s. ,
6. Homogenni sferoid (elipsoid o'
loosdch a, b = ¢) je umfstén v poli s}§

UZijeme~1i soufadné soustavy 2!
Uhel sevieny osou jeho rotadn

obr. 7,1

povych sil dle Feseného pi{kladu 2. z kapitoly 5.
zmin¥ného piikladu, lez{ sti¥ed sferoidu v podétku.
symetrie a vektorem —;’zs oznatme 7.

b

e) Jaky silovy moment p@sobi na sferoid?

b) Nechi jsou slarové sfly vyvoldny koulf o hmot M >>M (M je hmota sfero
du), kolem ni%# sferoid obfhdé v rovins P rovnomérn& v konstantn{ vzddlenosti T,q
Predpoklddejte, Ze rotadnf pohyb sferoidu probihd pouze v roving ¢, osa rotacni |
symetrie sferoidu leXf stdle v této rovind. V Jakych poiohdch sferoidu miZe zis b4
&hel‘f’konstantni? Které z nich jsou stabilni? Vypoctéte periodu malych kyv kol

stabilnich poloh.
ReSen{:

a) Na hmotny element o hmot3 dm a souradnicich X, ¥, 2 plsobf sila

dm . € Mg r;g . (7x, =y, =-z); moment tedy dle definice

i

dm 3 (0, / xzdnm, -/ xydm)

rZS

7= Z ;‘:1 ;; = ‘/‘(x,y,z) x (2x,-y,-z).

: Tzs
Integra’ly v poslednim vyrazu, v_z_)taéené pres cely objem sferoidu, jsou Zndny jako
deviatn{ momenty setrvacnosti: p = lek, r;g . (0, -sz, ny). Bez uUjmy na obec-
nosti lze osu rota¢ni ‘symetrie sferoidu polozit do roviny Xy. Pak sz = 0 g de~
viatni moment J _ lze vzit z vysledku Ulohy 33. Jedind nenulova sloZka ?je tedy,
znacime-1i hmotu sferoidu M,

DZ = 356“5 r-3 . i

i s (b2 - a’) sin 7 cos .

b) Rovinu Xy lze ztotozinit s rovinou 9 Nechi je X ﬁhel, opsany v rovinéd ¢
vektorem }:S za tas t vzhledem k pevnému smiru v inercialni soutradné soustavs.
pak je lhel opsany osou rotaén{ symetrie sferoidu X + f a Gnlové zrychlen{ sfe-
roidu X + ¥+ Pritom X= 0 (ob&h Je rovnomérny), pohybové rovnice pro rotaci sfe-
roidu kolem osy z tedy ddvg

Jzzf =D
1

kie J,, = 5 M fa? + b°) Je moment setrvatnosti sferoidu kolem osy z. Resen{ rov-
nice tvaru = konst. jsou ¥= 0, /2 (dalsf avs, £ =T, 34/2, nedaj{ fyzikdlns
nic nového). Pro a >b je stabiln{ pouze prvn{ poloha. Pri malych vychylkéch z po-
lohy #= 0 lze psdt sin P~ ¥, cos £~ 1, tedy pohybové rovnice

- M
= 3aeM rz3s S (b ~ &%) sinfcos ',

y - |
Jzzf == 3xus I‘zg B -5— (82 - bg)f

To je rovnice pro harmonické kmity, sferoid tedy kyvé kolem polohy 7”= 0 s perio~

2 2
a”~ + b~

382-b2

[3
odou (po dosazeni za J,p) T = ?Jt’\/BaeM

‘oznémka. Podobné kyvy napifklad vykondvd v dfsledku svého nepatrné protéhlé- -
ho tvaru Misic v poli slepovych sil Zemd - tzv. fyzickd librace. dejich emplitude
Je viak velmi mald v porovnédni s librac{ optickou, coZ je zdanlivé kyvéni M&sice,
tpisobené jinymi piféinami: pohybem pozorovatele (v dfsiedku zemské rotace), ne-
tovnomérnost{ ob&hu MEsi{ce kolem Zem& (zatimco jeho rotace Je rovnom&rnd) a sklo-
hém osy jeho rotace vzhledem k roving jeho ob&iné drahy kolem Zems.

T. T&Eky setrvainik, tvoieny homogennim v4]-
¢8m o prim&ru 2R = 10 em a 0 hmotd M=2 kg je po-
depren v gse ve vzddlenosti h=5 ¢m pod tEZistem
{obr., 752} Osa je odchylena od svislého sméru \
oY= 309, setrvacnik kond 30 otddek za vtefinu /\QC‘“
(wys oy, Za predpokladu, %e setrvacnik kond po- 2
Balou reguldrnt precesi, urcete jeji rychlost.

ﬁeéeni :

30°

Zenedbéme-11 dhlovou rychlost precese,md mo-
"nt hybnosti setrvacniku velikost Jw (J=% MR?)
8 8mEr osy. Jeho vodorovnd sloZka (velikost Jw
Yy se pri precesi otdd{ kolem svislé osy. s uh-
lovoy rychlosti precese $2. Gasové derivace vek-
tory momentu hybnosti mé tedy vodorovny smér kol-
W k oge setrvadniku, velikost §.Jw sin V a rov-
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i
né se pritom momentu 5; 8{ly ti%e G vzhledem k bodu, kde je seirvaénik podepiep

Q.Jw sin¥ = Dy =6hein ¥

Gh, 2gh ‘ Glohy
‘ Jw R2w ’

l.vypoététpomomenty setrvatnosti kolem os x, y, 2 pro homogenni{ elipticky vélec
2 z
Lo yo <L |zl <e

]
a

8. T8leso je upevn&no v Cardanovd zévisu. Cardaniv zivis se sklédd z rdmed
ku, otodného okolo osy 01, ve kterém je t¥leso samo upevnino otoctn& okolo osy Q
0sy 0;, O, jsou dv& na sebe kolmé rfiznobdZky. Rémelek se otddi rovnomdrn¥ s '.?
vou rychlosti &;, t¥leso se vi¢i rémefku otdti rovn&Z rovnom&rn¥ s rychlost{
Jaké je uhlovd rychlost t&lesa T? Urdete herpolhodiovy a polhodiovy kuZel pro
ho pohyb.

2, vypoétége momegty setrvacnosti kolem os x, y, 2 pro trojosy homogenni elip-

x2 y 272
soid + + ég 1
a2 b2 c2

Besent: 3. Homogenni kouli o stredu S a polomdru R rozi{zneme rovinou, prochdzejic{ bo-
dem S, na dv& polokoule. Stanovie moment setrvacnosti jedné z polokoull vzhle-

dem k ose o prochédzejici bodem S.

S rédmedkem spojime soufadnou soustavu x'y’z’; osa x  necht splyvd s osou 0]
osa y~ s osou 0,. Celkovd dhlové rychlost t&lesa (viiéi vztaZné soustavd v klidu
mé v 8érkované soustavd sloZky (601, 602, 0). 0tde{ se tedy spolu s &drkovanou j
soustavou okolo osy 0;- Pohybuje se p¥itom po rotaénim kuZeli s osou 01, vigho
lem (0, 0, O) a dhlem p#i vrcholu, sevienym osou kuZele a povrdkou, arctg 73%
To je herpolhodiovy kuZel. Polhodiovy kuZel vytind vektor uhlové rychlosti na 5. Vypodt&te moment setrvatnosti kuZele z prikladu 4. kolem osy kolmé k ose sy-

uvaZovaném tdlese. Je to op¥t rotatni kuZel s osou 0,9 vrcholem (0, 0, 0) a "f ? metrie, prochédzejic{ &) vrcholem kufele (napf. osa y), b) t8Zistim kuZele.

Wy

pri vrcholu 73; .

4. Vypott3te moment setrvacnosti rotacniko kuZele x° + y2 < R?zz/v2, oge v
kolem osy symetrie z (J,.).

6. UkaZte, Ze deviadéni momenty setrvacnosti kuZele z ulohy 4 vzhledem k osém
%z, y, X jsou nulové. UkaZte ddle totéZ i pro t&lesa z uloh 1 - 3.

7. Vypott&te moment setrvadnosti kuZele z ulohy 4. kolem povrchové primky.

8. Stanovte moment setrvatnosti lana svinutého podle obr. 6,9 v uloze 8. z kap. 6
vzhledem k ose prochézejici stiedem kruhového oblouku kelmo k nédkresnd. Hmota
délkové jednotky lana je fh.

9. Okov hmoty m = 10 kg je zav&Sen ve velmi hluboké studni na provaze délky

{= 30 m, z n&hoZ - f& = 25 m je navinuto na vodorovné valcové hifdeli

z homogenniho materidlu. Hmota hifdele je MH = 40 kg, primdr 2R = 0,2 m. Kli~
ky piipevniné soum&rn¥ proti sob& ke konciim hif{dele majf celkovy moment se-
trvacnosti JK = 1 kg m2. Jak dlouhou dobu 7 bude trvat, neZ se provaz zcela
rozvine, je-li na potdtku hridel v klidu? Hmotu provezu a tfeni zanedbejte.

Vyredte predchozi pifklad, je-1i zde misto provazu homogenni iet¥z t¥Zky

gl = 15 kp (M je hmota jednotky délky retézu, jeho Glénky jsou dostatetn¥

jemné a tloustka maléd v porovnén{ s polomdrem h¥idele). Konec Fetdzu je v hi{-

deli zapustén tak, Ze na prirezu hifdelf mé tvar podle obr. 6,3 k Uloze 8
Vs -1

R T —

z kap. 6 (pFfitomd = ). Zapustény konec retdzu nen{ zspocitdn

ani v délkéchﬁfl, {, ani ve vdze 15 kp.

Motor, pohdndjic{ ¢erpadlo, méd vykon a) 1 kW, b) 1 ks. Pocet otdfek za minutu
Je 2800. Jakym silovym momentem D je zkrucovdna spojovaci hi{del?

=

-1 -
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13.

14.

17.

12. Sroub lisu {obr. 7,3) je opatren Styimi §
meény, z nichZ kaZdé nese Zelezrou koulii

o hmotd M = 15 kg. Stiedy koull maji vag
lencst od osy r = 50 cm (hustota 2e1ezag
Q=7,8 g/cmd} ]

a) Vypoctéte kinetickou energii, roztoc{.

1i se 3roub rychlosti 1 ots&ky za vte

nu. (UvaZujte pouze rotacn{ pohyb koul
energii ostatnich soucdst{ a translac)

ve sm&ru o8y zanedbejte.) :

O——O

3

b) Tvéien{ vjrobku probihalo po dflce s |4

= % mm posuvu aZ do yplného zastaven{
8roubu. Byla-li potrebnd sila pribliZn& podél celé dréhy konstantni, vypoc
tejte jeji velikost.

obr. 7.3

Kosmickd kabina se otdc{ kolem své hlavni{ osy setrvacnosti 0, vzhledem k nj
méd moment setrvadnosti § = 20 000 kgmg, rychlosti 1 otdéka za 20 vterin.
K dispozici jsou dva raketové motory, pisobfci v opacnfch sm&rech ve dvou 3
nob&znych primkédch P1s Pos pricemZ rovina t&chto piimek je kolms k o a Jej
vzddlenost 4 m. Jak dlouho mus{ byt motory spudti3ny, aby se rotace zastavi}
Jje~1i tah kaZdéno z nich 10 kp.

Vypoct&te dobu kyvu vahadla v Cavendishovd pokusu v Gloze 10 z kap. 5. po ¢
stranén{ koulf Ky, Ko . ~
J%;. 15. Setrvatka v hodinkéch md tvar dle obr. 7,
Vykond za vterinu 5 kyvi. Vypodtste dire

/ moment vlésku (konstantu UmSrnosti k mez
/ tl 7 silovym momentem D a ototenim ¥), zanedb

1i se t¥sn{ v loZiskdch a moment setrvec-gi
nosti hridele a ostatnich s ni syojenychﬁ
soucasti. Hustota materidlu je 8,4 g/cm3
tloustka setrvacky 1 mm (ostatni rozmdry §
rovnédZ v milimetrech). 3

i
i

r5

16. Treni v loZiskdéch v minulém piipadé vyvolii
Vé na rychlosti nezdvisly silovy moment
Dp = 0,26. 10-6N.mpﬁsobici proti sméru p
hybu. Setrvacka je vypust&na s nulovou
(Ghlovou) rychlostf s po¢dtedni vychylkou
90° ‘VyBetrete jeji pohyb; kolik kyve vykond? V jaké poloze se zastav{

obr.7,4
Y’

Synchronn{ motorek na stridavy proud (frekvence f = 50 Hz) ja nakreslen na
obr. 7,6. Prita2livéd s{la elektromagnetu Je nejvéts{ v okamZiku, kdy strida
proud, napgjejic{ elektromagnet, dosahuje maximsln{ hodnoty. V kaZdé plperi

d& se v tomto okamZiku k pdlu pribliZuje vZdy dalsi zub rotoru a je pritaze
Takto vznikld sile prekondvé odpor zatdie s konstantnim brzdicim silovym mo={
mentem D = 10 -2 N.m. Odhadn&te, jak veliky moment setrvaénosti musi mit rotffi

spolu se z&t¥Z{ a pripadnym setrvaénikem, aby nerovnomdrnost chodu nepresahlif

hodrotu 1 : 50. Pocet zubl rotoru N = 10.
Poznémka. Nerovnomdrnost{ chodu se rozumf pod{l (W = min)/cb s kde
-72-.

18.

1y,

°0.

wmax

je maximélnf, &, minimdln{ (okamZit4) uhlové rachlost a w, =
w + W

max min
= 2 Y
Pokyn. Pro odhad uvaZujte extrémn{ p¥{pad,kdy sila
pisobl v ka%dé pllperiod¥ jen v jediném (velmi

[
kratkém) Gasovédm okamZiku.
Talir gramofonu je pohindn motorkem pres pruiny /V
pFfevod, takZfe 1idi-11 se uhly otocen{ talire PT

a hridele motorku Vh,ptsob’ na taliir silovy mo-
ment ~k (fp - 7011)' kde k = 5 N.m. Uhlovéd rych-
lost hi{dele motorku koliséd s periodou n-krat
krat3{ (n = 66,6) ne% je doba otoceni hifdele.
Predpokldéddme, Ze kolfsédn{ mé sinusovy pribh
w = ‘Us {1+ 5Vsin nlbg t), piitemZ nerovno- -
m&rnost chodu u.- 1:50 a st¥edni uhlové rychlost LU = 27.0,75 s ~. Moment
setrvainosti talife je J = 5.10 -3 kg.m2 Jak velka buue nerovnom&rnost jeho
otdzen{?

obr. 7,6

Pres kladku o polomdru R a momentu setrvacnosti J je prenozero lano délky
{s hmotou # na délkovou jednotku. ¢dst lana o délcef visl s kladky na jed-
nu stranu, &ést o dflce C, = (- 7R - 'ﬁ na druhou. Jak velkou poceate&ni
rychlost je treba ud&lit lanu s kladkou, aby prepadlo

a) na jednu stranu,

b) na druhou stranu.

Je moZny Jjest3 n&jaky dals{ pi{ped? Piedpokladejte, Ze lano po kladce neklou-
Ze g priléhd k celé polovinZ obvodu kladky.

obdélnikovd civka galvenometru s rozm&ry a = 12 mm, = 8 mm o hmotd m =
= 75 mg je uprostred své krat3i strany zavésena na torznim vlékng, gteré pri
otoden{ civky o ¥ radiénf ji vrac{ zpét momentem kf, k = 3,57 . 1077 J/red.
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23.
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26.

27.

28.

Stanovte dobu kyvu civky. piiené rozmdry vinuti{ i rdmedku
o0bvod¥ stejné a 1ze je v porovnéni s a,b zanedbat.

civky jsou po ¢

Galvanometr z minulého pifkladu opatrime tlumenim, pri¢emZ brzdny moment .
Um&rny rychlosti (B = =b#). Dva po sob¥ nésledujfci vikyvy majl emplitudy}
vV pom&ru 1: 20. Vypo&tste konstantu b a novou dobu kyvu. 4

Jakou rychlost{ dopadne na zem p#i kscend{ dvacetimetrového stromu jeho épif
ka? Strom poklddejte za homogenni kuZel; jeho prfené rozmiry f

Jjsou Zanedbat
né. Doln{ konec stromu z@stdvd gapien, takZe nemdni svou polohu.

Védlec k vélcovéni hrists o polom&ru R = 0,3 m a hmotd K = 0,5 t se valil ryf
lost{ Vo = 3,6 km/hod. Jak dlouho Je treba tdhnout vodorovnym smirem silou}

F = 10 kp za drZadlo, spojené s osou védlce, aby se zastavil? Jaks sila H pi
tom plisobl vodorovnym smirem mezi vdlcem a zem{? L

Na homogenn{ vdlec polomdru R a hmoty M lezicf v klidu na hladké podloéce,?
pisob{ vodorovnym smirem sfla P. Jak vysoko (d) nad t3%istm vdlce mus{ l:f
pi¥imka jejfho plisoben{, md-1i se vdlec valit bez klouzéni? :

Stanovte zrychlen{, s kterym sji%df{ s naklon¥né roviny se sklonem o“ve smd
spddové primky &tyrkolovy vozik. Celkové hmota (vEetn& kol) voziku je M, r
lom&r kaZdého kola je R, jeho moment setrvadnosti Je

Po naklon®né rovin¥ se sklonem o (viz obr. 7,7) s8j1%3{ bez klouzédn{ vélec
© hmot¥ M a o momentu setrvainosti (vzhle-
. f dem k ose vélce) J. S jeho osou je tdhlem f
M spojen kvddr o hmot¥ M, ktery se po naklon§
né roving smfkd s koeficientem tien{ f. Tff
piends{ pouze sf{lu se smdrem rovnob&Znym sf
klon&nou rovinou. Vypoct¥te zrychlent a ce%
soustavy a namdhdn{ tdhla T. Pro jaké hodng
ty £ je téhlo naméhdno na tah (T >0) a prall
Jeké na tlak (T <0)? Jaki must byt koefi- §8
cient tfenf ¥ mezi vélcem a rovinou, aby selff
vdlec skutedn¥ valil bez klouzdni? !

obr. 7,7

Koule o hmot® M a poloméru R se val{ na lize PO hrandch dvou rovnob&Znych
trémf; vzddlenost hran je R. Sklon 1ihy je o¢ = 30°; Jakou dréhu uraz{ koule
za &as t = 1 sec?

Sikmé drsnd deska Je pripevn¥na k voziku tak, %e se miZe bez tfeni pohyboval
ve vodorovném sm¥ru kolmo k vrstevnicim
'y (obr. 7,8). Celkovd hmota desky s voz{ikem
Je m. Na desku je poloZen homogenn{ vdlec
hmoty M a polomSru R tak, Ze se roviny do-
tyké podél vrstevnice. Vysetrete pohyb vozi-i
ku. ‘

M

Homogenn{ kuZel v¥8ky v s polomdrem zéklad-
ny R, jehoZ hmota je M, se mBZ¥e valit bez kld§
zéni po naklon¥né rovin¥ se sklonem o (obr

obr. 7,8
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7,9). Stanovte frekvenci jeho malych kyvi kolem (stabilnf) rovnovéZné polo-

hy. {Srovnejte dlohu 7.)

Vypodt&te, 8 jakou dobou kyvu kyvé kolem
své rovnovéiné stabilnf{ polohy koule po-
lom&ru R = 2 cm,poloZend na rovnou drsnou
pevnou podloZku. Koule se sklddd ze dvou
polokoulf, z nichZ jedna je z olova (hus-
tota Q) = 11,3 g/cmd), drund z ofnu (P, =
=17,2 g/cm3).xjvéni se d&je v jedné(svis-
16) rovin¥; omezte se na malé rozkyvy,
(Srovn. ulohu 7 z kapitoly 6 a Glohu 3).

Na 8t&né je na hiebiku zavélen na s{iku
na lanku rédmeéek o vndjsich rozmdrech a=
=40 cm, b = 20 cm a hmot& M = 0,1 kg vy-
robeny z latky o $ifce v = 3 cm s obdél-
nikovym prfifezem (obr. 7,11). Dslka zdvEs-
ného lenks Jje €= 50 cm. Vypoct&te do-
bu kyvu, kyvd-li rédmedek rovnob&Znd se
sténou s malymi rozkyvy.

Lze v piedchozim pi{klad¥ zm¥nou délky zd-
vésného lanka zkrdtit dobu kyvu ? Lze-1i,
do jaké miry?

V kartézském souiadném systému je ddn ho-
mogenn{ sferoid (elipsoid, jeho% dv& po-
loosy jsou stejn¥ dlouhé, napf. b = ¢)se
stfedem (0, 0, 0). O0sa rotain{ symetrie
sferoidu (osa a) E$

méd smér vektoru A
= (cos ¥, sin ¥, 0). Najdéte deviatn{ mo-

ment setrvacénosti ny.

a

L

obr. 711

Odhadn&te udhlovou rychlost precese zemské osy, zptisobenou slapovymi silami
Slunce, v dob& slunovratu. Precesi povaZujte zs reguldrni. Zemi pokléddejte
za homogenn{ zplost¥ly sferoid s poloosami a = 6357 km, b = ¢ = 6378 km. Né-
vod: v3imn&te si FeSenych loh 6, 7.

35. Podstatou gyrokompasu je setrvainik s vodorovmou osou uloZeny v rémecéku, kte-
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ry se mi¥e otdcet pouze kolem svislé osy (obr. 7’12?
V dfisledku zemské rotace ptsobi na setrveinik 8ilo-§
vé momenty, které ho statej{ do sméru poledniku.

Predpokldde jme, Ze takto uloZeny setrvacnik 3
tvaru homogennfho vdice s rolomdrem kR = 5 cm e hmof

tou M = 2-kg rotuje rychlost{ 300 obrdtek za sec.
(w/2X). Je um{etén na rovniku tak, Ze jeho osa ;
sméfuje od vychodu k zdpadu. Stanovte jednak 8ilo~ ;
vy moment, ktery stde{ rdmetek, jednak 8ilovy mo~
ment, ktery zachycujf loZiska nesouc{ rémecek se
setrvaénikem. Vypoéet provedte

77»7.

0br.7, 12

8) v priped¥, Ze se rdmeSek neotdd{ kolem svisq
1¢ oay,

b) v pripads, %Ze se rémedek otdetd kolem SV1slé£
08y uhlovou rychlost{ R, =22/010 s).

.
i

36. Vyset¥ete pohyb setrvatniku, jehoZ jeden bod U leZfci{ na ose setrvacniku Je 4
pevny. Setrvatnik rotuje rovnomdrns kolem své osy uhlovou rychlosti w, pii- .

CemZ jeho osa kond reguldrni precesi kolem pevného sm&ru rychlosti Q. Sta~-
novte pfesn&, tj. bez zanedbén{ precesn{ \‘hlové rychlosti

a) moment hybnosti vzhledem k bodu U,

b) moment sil vzhledem k bodu U, kterd uvedeny pohyb vyvolévaji,

Homogenn{ ku¥el o polom¥ru zékladny R = 5 cm a s vyskou v = 6 cm rotuje jako
setrva¢nik s podeprenym vrcholem v poli tf%e. Jeho 0sa je odchylena od svig- ;
1ého sméru o 30° a xong regulérn{ precesi \ihlovou rychlostf § = » rad/s. Ja=-|
kou rychlost{ setrvadn{k rotuje? Vypocet provedte

a) jako v Fedeném p¥{kladu 7,

b) piesns dle vysledku minulé ulohy.

Plochy homogenn{ kruhovy disk poloméru R = 2 en 0 hmot& M se vall bez klouzd-
ni{ konstantn{ rychlost{ po rovné podloZce tak, Ze dotykovy bod T opisuje kru¥-

nici k o polomdru r = 10 om se stiedem S (obr. T,13). Rovina disku svird s pod-
lozkou konstantni vhel <= 60°. Urcete herpolhodiovy a polhodiovy kuzel.

19 Jek velikou rychlosti v probfhd bod T v minulém pr{kleds kruznief k9

(0. Uvaime nyn{ pripad, kdy disk probihé tutéZ drdhu jako v uloze 36 (dhel o¢ z§-

otdvé tyZ), ale misto valen{ disk kiouZe bez tiens po kruZnici k tak, Ze se
roviny dotykéd stéle stejnym svim bodem. Jeliko% mezi rovinou a diskem nen{
tieni{, mus{ byt disk po kruinici n&jekym uplisobem veden, naprikled drdZkou.
Ddle tutéZ situaci reste jests za predpokladu, Ze hmota disku neni rozloZena
rovnomérn& po celé jeho plose, ale je soustiedéna v Jeho stredu. (Nezdlezi
pak na tom, vali-li se disk &i klougzi.)




8. PruZnosat a zdklady Teologie

Resené priklady

l. Pro p&t vySetiovanych vzorkd byiy 2ji3t&ny ndsledujicl{ vztahy mezi napéf
t{m 7, deformac{ e a prfpadn¥ i rychlost{ deformace D. V poslednich ¥&dcich uvgi
nych tabulek jsou uvedeny hodnoty veli&in po odtiZenf vzorkf. i

a) 7(10°N/n?) b) 2°(10°N/m?)

1073
0 0

o
.-

e¢) P¥i prvanim pokusu, ktery byl pro- Pii druhém pokusu, ktesy byl prové-

véddin eZ do 7= 2.107N/m2, byly d&n do vyssich hodnot nap&ti, byla
zjist&ny hodnoty ziskéna tebulka hodnot ;

£°(10°8/m2) 7'(10°8/m2)

1 1 0,5.107¢

0 200 1074

1000 6.10 4

1200 8.1074

1450 9.10% 3,10
0 2.107

-3 *)

#) Po dosaZenf hodnoty ’= 1450.10° N/m? zacal vzorek pribliZn& konstantni g
rychlost{ zv&t3ovat svou délku, aZ do okamZiku, kdy byla sila pisobfci g
deformaci odstranéna. Tomuto okamZiku odpovidd hodnota deformace e = 3. 1&§

T (N/n?) D (s7hy o) | (103 §/n)

103 1 - 1073
5.103 5 - 5.1073
104 10 B 1072

0 20 B 2.1072

») Symbolem e, je znadena deformace
po 10 s, symbolem e, deformace po
60 s.
Urdete o jaky druh ldtek (podle reologického chovdni) se jednd.
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pogont:
a) Deformace je um¥rné nsp¥t{ a po odstran¥ni napét{ vymiz{. Jedné se o idedl-~
néglastickou létku s modulem pruZnosti v tahu B = 2.10 N/na.

b) Deformace létky nen{ um¥rné nap&ti{, po vymizeni nap3t{ deformace vymiz{.
jednd se 0 nelinedrnd elastickou ldtku.

¢) PFi malfch nap&tich se ldétka chové elasticky. Po prekrodeni jistého mezni~
no nepdti zatne téci a po odtiZen{ deformace nevymiz{. Jednd se o plastickou ldt-
Xu.

d) Rychlost deformace D je Umsrnd nap&tf{. Jednéd se o Newtonskou viskozn{ ka-
palinu. JelikoZ nebyly p¥esn¥ji definovdny deformace a napdt{, je moZno zde nap&-~
t{ T poklddat za smykové a obdobn¥ D = %? g poklddat za smykovou deformaci.
sm3r x je kolmy ke smdru rachlosti v a v je velikost rychlosti.

e) Deformace je umdrnd napdti, ale je &asovd zévisld. Jednd se o linedrn{
viskoelastickou ldtku. Pro viskoelastickou ldtku neni{ podstatné, jestli po odtf-
ten{ je deformace nulové nebo nenf, proto v tabulce posledni rddka s udajem pro
r'=0 chybi.

2. Urtete hlavn{ smdry tenzoru nap&t{ a velikosti hlavnich napéti Jsou-li
dény slofky tenzoru nap¥t{ 7', = 0, Tip =Ty = 0, .= 2. =10° N/n?, =0,

137 f31 Con
= 108 ¥.o? a £y = 2. 108 N/m

Nap&dt{ na rovind kolmé k hlavnimu sm&ru tenzoru napdti nemd smykovou sloZku.
0dtud plyne zndmd podminky T&j by = Ty, v které T znad{ velikost hlavaniho nap¥-
t{ a V, jednotkovy vektor v hlavnim sméru tenzoru. Rozepsénim podminky dostdvéme
rovnice

Ty vy * Tp Vo 2"13 12 v,
TorV1* Py Va * I3 vy = TV
T3 V1 * B39 Vp ¥ Ty vy = UV,
Po gosazeni zadanych hodnot (zvolime 108 N/m2 2za jednotku) a anulovan{ prejde ta-
to soustava rovnic na tvar
STy o+ »5
BRELIMR2

vyt Y, + (2 -07) Yy

Aby tato homogenni soustava rovnic m&la pro Vs Vo )3 nenulové Feseni, je tieba,

aby determinant soustavy byl roven nule, tj.
-7, 0, 1
0, -0 1 = Tr-724+2) = 0 (2)
| 1, 1, 27

Resenim rovnice (2) dostévéme t¥i kofeny T =0, T, = 1 +\/3, ry=1 -\/3, které
uddvaji velikosti hlavnich napdti. Po dosazeni zvolené aednotky dostévdme pro ve-




likosti hlavnich nap&i{ Z’l = 0, 2"2 = 2,73 . lo8 N/m2 (tah), 2, = -0,73 . 108 ¥/n

{t1lak). 3

Jednotkovy vektor ve sm&ru hlavnich nap&t{ odpovidajfci hodnot# Z"l oznad{ng
I. z rovniec (1) pro n&j dogtdvéme VBI = 0, le + v21 = 0 a z podmfnky, g.
vektor ViI Jje jednotkovy, le + v2I = 1. 0dtud plynou hodnoty sloXek vektoru 4

vt V2, -1/V/2, 0). Pri nenulovjch hodnotéch T plyne z prvaich dvou rovnic (ﬂ
V) = v, a z prvnf rovaice V, = ¢V, (tFetf rovnice série (1) je linedrné zévis
Podminka, Ze vektor Y, Jje jednotkovy, dévé potom 2 vl«? . 2"2 V12 - 1, odkud lze 1

spo&itat ¥, a dosazenim do rovnic M =y, e Vs = Ty, ¢ v, a Vy+ Po dosazen{

not 2’2 dostdvdme pro sloZky yil (17 V6+2 /3, 1N6+2V3, (14.\/3')/\/54.2\/5') 8 po dosa
hodnot 8'3 pro slozky pliil (1 V6-2 V3, 1/V6-2 V »(1-1/3)/V/6-2 \/3). Jednotko

vektory ve sm&ru hlavnich os tenzoru napéti?l,vn,_ﬁnl Jesou uvedenymi slozk‘,
Jednoznain& urdeny aX na moiny ndsobek skaldérem -l. Primym dosazenim Je moZno
zkontrolovat i podminky vzdjemné kolmosti vektorﬁ_v}I ._;II =yl ._SIII =-3I .311-5
= 0. :

3. Obecny HookGiv zdkon pro izotropni t&leso md tvar

kde rij Jsou sloZky tenzoru deformace, 5” Je Kroneckeriv symbol (51 = 5? =

= 533 =1, 512 = 513 = 523 = 0), ei; Je tenzor malych deformact, ep = €+ 322}'{ :

+ ey Je prved invariant tenzoru e
cienty. Tenzorovd rovnice (1) reprezentuje soustavu Zesti rovnic pro jednotlivé
sloZky tenzorf, protoie vZechny v n{ vystupujici tenzory jsou symetrické, nap#.
ZJiJ = rji’ Vypocéitejte z Laméovych koeficientd modul pruZnosti v tahu E a Poiss
novo &islo 6. (UZivéme zde oznaden 6 misto normou pi’edepaanéhoﬂ, aby nedoslo
k zémén& s Laméovym koeficientem k. )

Resen{:

Modul pruZnosti v tahu E je definovdn jako pomdr nap&t{ 7 k deformaci e p¥
tahovém naméhdnf vzorku

= Roe (2)

ProloZ{me-11i smérem, ve kterém pri tahu ptisobl sfla, osu X3 kartézské soustavy
souradné, dostaneme naméhdni, které je nazyvéno tahem, kdyZ videchny sloZky tensz
ru Ti:] s v¥yjimkou Z"u poloiime rovny nule.

Rozep{Seme-1i rovnici (1) pré piripad tahu, dostdvame
’Z"n =J\.(ell + ey, 4 e33) + 2uey g = 2Mey,
= Z(L(el3

= 2(14623

0 =}\(e11 t ey, + e33) + 2/4322
0 =}\(ell + ey, + 333) + 2(ue33

8 =0,

Z t&chto rovnic plyne e, = 313 = 23

12
-._.L. e
2(A4 11

S M(3A+ 24)
J'\-r/a

€22 = ©633= -

2A

Tl =Aleyy - 22 T

e11) + 2uey;

» konstanty A a M ®e nazyvaji Laméovy koeff§lf

porovnénim (4) a (2), uvddomfme-1i 81, %e Za @ z (2) odpovidaj{ 79, a e, 2 (4),
gostévéme pro modul prufnosti v tahu hledané vyjdd¥en{

E = @4(3A+ 2u)/(A+p),

podle definice je Poissonovo &{slo & pomérem relativnfho pri&ného zkrécen{
x relativnimu prodlouZen{ vzorku, coZ v nas{ symbolice mb¥eme zapsat, uvdzime-
11, %e ob& ve zlomku se vyskytujic{ velidiny j’ao& pokldddny za kladné, jako 6 =
4322/311[ « 2 rovnice (3) potom dostaneme 6’ = SR SAT *

pozndmka: Qbdobn¥ lze dokdzat, Ze Lamétv koeficient A je roven modulu pruf-
posti ve smyku G.

4. Jak se prodlouZ{ (idedln¥) elastickd tyé daélky ?a hustoty @ plsobenim
gvé viastni véhy? Ty& je na svém hornim konci upevnéna tak, Ze mf{i{ svisle dold.
Nodul pruZnosti v tahu materidlu tyce je E.

fesend :

Podél tyde proloZime osu x tak, aby kladny sm¥r osy miiil proti sméru t{Ze
a poéétek byl na spodnfm konci ty¥e. Viha tyde pod mistem x. bude G = Pgsx
(S prifez tyle, g tihové zrychlenf) a zpfisobl v ml{st¥ x napst{ T’ = ¢ 8 x. Z Hooko~
va zékona dostdvéme pro deformaci e = £/E. Celkové prodlouZeni tyce at z{skédme
integrac{ e podél délky tyde, :

£
Af=_/edx=
o]

V4
(95/3)6/ xdx = 95(2/2 E.




Uhel, o ktery se vzéjemnd natod! dva prafezy vzdélené ve smiru 08y 0 jednot-
ku délk;, oznadime o, Qsu Xy kartézské soustavy soufadné prolozte osou vdl-
ce .

ﬁlohy_ a) %4e predpokladu linedrn{ elastitity, Ze deformace je mald, stanovte
vektor posunuti u,(x,), sloZky tenzoru deformace €3 (xk) a tenzoru napst{

1. &) Jaké jsou hlavn!{ sm3ry tenzoru napdii Z;J v piripads smygg? £y 3 (x).
ij .
b) Jaké jsou hlavn{ sm&ry tenzoru rychlosti deformace Dy 5% (fi tenzor b) Urtete vztah mezi dhlem ¥ vzdjemného natotenf vrchni a spodn{ pod~

deformace, t &as), je-li rychlost kapaliny urcena vektorem (kx?, 0, 0). Tok stavy védlce a momentem s{ly M, ktery vyvolavd torzi vdlce. Vdlec mé polom&r R
kapaliny s takto zadanou rychlosti v se uvaZuje pri elementdrnim odvozend New a délku ?.

v 1
. R S
tonova zdkona proud¥n{ vazké kapaliny ax,, = 7 ?&2’ ‘ Vélec V 0o hmots m = 2 kg, polomdru r = 10 cm zavésf{me ve em&ru osy na ocelovy

(G = 8 300 kp/mmg) drdt D délky €= 1m a polom&ru R = 0,5 mm (obr. 8,1). Spoj
mezi drédtem a védlcem je pevny. Urdete
dobu kmitu T torznich kmitd védlce,tj. ‘4:/4_/
kmitfi kolemosy vélce. Uspordédénf zndzor-
= jod g

(1/2, 1/2, 1/\/5) néné na obr. 8,1 byvé nazyvéno torznim
Rovinnou deformaci méme urdenu sloZkami tenzoru malych deformact €11 = 5.10° kyvac¢lem,
€y, = -5.1074 a e, = (\/3/2) . 1074, Urcete Smér, ve kterém nastane ne jvétsd
relativn{ prodlouZeni a velikost tohoto prodlouZeni.

2. V bod? t&lesa jeou zndmy hodnoty sloZek tenzoru nap&ti ?11 500 N/mz, zé =
= 0, T} = -300 §/n?, ), = 500 N/w2, f13 = 800 ¥/n? o Thy = =750 §/m?, Urs
te nap¥t{ ptisobici na plosku, jej{z Jednotkovy vektor ve smsru normély 3?'=

0 1dedln¥ plastické ldtce vime, Ze za-
¢ind téci p¥i smykovém napsts T, =

= 100 kp/mmz. Jakym ne jvitiim momentem
35 tenzoru malyeh defe s{ly M, miZeme torzn¥ namdhat v&lec

ap délky €= 10 cm a polomdru R = 1 om
Stanovte modul objemové pruZnosti K = —Vo W elastické ldtky, jejf% elastické zhotoveny 2z této lédtky, aby v Zddném
vlastnosti jsou ureny Laméovymi koeficienty A.afi.‘Ve vyraze pro K je LA ob~ bod¥ vdlce neprekrodilo smykové napst{
Jem uvaZovaného mnoZstvi ldtky pii nulovém tlaku a V objem pri tlaku p. mez plastického tedeni.

Jaky je geometricky vyznam invariantu e; = €1 +e,, +e
mac{?

M&Jjme viskoelastickou ldtku, pro niZ
vztah mezi deformac{ e a nap&tim ?° - obr. 81
predstavujte si nap#. vzorek naméhany !

UvaZujte nestla¥itelnou ldtku, tj. takovou ld4tku, pro kterou modul objemové
pruZnosti K definovany v predchdze jfcf Gloze Je nekoneZn& veliky. Urcete

a) vztah mezi modulem pruZnosti v tahu E a modulem pruZnosti ve smyku G,f Py
b) hodnotu Poissonova &{sla 6, tahem - je ddn rovnicf %= E e + 13 (B a 7 isou konstanty). Je to diferen-

= cidln{ rovnice, kterd odpov{idd Voigtovu viskoelastickému mocelu. Na vzorek

J zatne v &ase t = 0 plsobit nap¥t{ stdlé velikosti 2; (creep). Stanovte &as

tl, v kterém deformace €, bude ¢init 90% mezni deformace ey Jeko mezn{ ogna-
Sujeme deformaci vzorku v &ase t —>oo . ({selns uvazZujte p¥ipad, kdy E =

KVédr rozmérs € = 2C0 mm, a = 10 mm, b = 5 mm je ve smdru své nejdels{ hrany = 3.106 N/m2 a 7 = 2.107 Ns/mg,

oznasené € napindn silou P = 500 kp. Urcete prodlouZen{ Af, p¥{¥né zkréce~-

ni Ae a Ab a prirfistek objemu AV kvddru. Létka, z které je kvédr zhotoven,

Je idedlng elastickd o modulu pruznosti v tahu E = 22 OOO'kp/mm2 a modulu pruf-

nosti ve smyku G = 8 300 kp/mmg. '

¢) zda je moZno pouff{t pro takovou ldtku Hooktiv zdkon v tvaru 21

=)5ij eI + Zﬁeijo ) A
{Vyznem syuvolll viz reseny prfklad 3.)

M&jme elastickou ty: upevn&nou tak, %e jejf{ délka Je stdld. Pri teplots ¥

Je napdtl v ty¢i nulové. Vypotitejte nap&ti v tyci p¥i teplotd t2 ze znémych
hodnot modulu pruZnosti v tahu E a soudinitele linedrn{ teplotnf zdvislostiot.
Vysledku lze pouzit k nalezen{ pribliZné hodnoty nap&ti ve svaiovanjch kolej~
nicich pFi teplotsy t,, Jje-li znima terlota tl’ pri které byly kolejnice svafo~
vény. Vypoeitejte ¢ pro hednoty ® = 22 000 kp/mmz, t, = 20° C, t2 = =25° c,
«= 1,15 . 1077 geg~l.

Torzi elastick# tyte kruhového prifezu si miiZeme predstavit jako vzdjemné na-
téten! prafezfi kolmych na osu vélce, pii¢emZ rovina prifezu z@stane zachovéna.

-82_




9., Mecheamnika tekutin

Resenf priklady

1. Jaky bude m{t tvar v ustdlsném stavu hl«?ina'kapaliny v nédobg, které se rov 5

m&rn® otdél kolem svislé osy dhlovou rychlosti w?

Reseni:

Vysetfujeme-1i systém v souradné soustavd rotujic{ spolu s nédobou, pak kro
m% gravitaéni sily s potencidlem v, = gh pidsob! na hmotu m jedtd zdanlivé sila
odst¥edivd (velikost méuor) s potencidlem V, = -CU?rZ, kde r je vzdélenost od bs; .
Pro tlak p ve statickém pripadd plati p + QV + QV = konst., kde Q je hustota ii
kapaliny. Fa hladiné je tlak roven barometrickému tleku, ¢ili Vl + VQ je konstan
n{. Tedy h = = JéL r2 + K; povrch mé tvar rota¢niho paraboloidu. :

n. Na t&leso plovouci na hladin¥ kapaliny pdsobi vztlakovéd sila, jejiZ vy- v
slednice le%{ v primce p (vertikdlni). Mysleme si tuto p¥{mku spojenou pevn& s teil
lesem. Otoéfme-11 tZleso okolo n¥které vodorovné osy o maly uhel < tak, aby byli
ponoien stdle stejny objem t&lesa, dostaneme novou primku p’. Pokud se ob& primk
protinaj{, nazyvéme jejich prisedik metacentrem. Foloha metacentra souvisi se stelf
bilitou polohy t&lesa; pfisobi-1i na t&leso krom& vztlaku pouze gravitacni sily, 1
mus{ bft v rovnovéiné poloze metacentrum i t&Zist& v jediné vertikalni{ primce.
Je~1i metacentrum nad t¥%isdt®m, dévaji pii malém poototen{ vztlakovd s{la a tiZe

jejiZ moment vrac{ t¥leso do puvodni polohy - rovnovéha je stabilni. Je-
Splyvaji~li, nelze o stabilit& nic

dvojici,
t%%15té nad metacentrem, je poloha labilni.
#Zci bez bliZ¥siho rozboru. Tento mezni prirad zde proto ze svych Uvah vyloutime.

Jak lze vypotitat polohu metacentra?

Reseni:
‘ Vyznatime-1i si na t&lese po
Z lohu hlaediny pred otolenim a o
ném, protinaji se tyto dv& roviny
Q> Ql v pfimce o. Osa y souradné
soustavy pevng spojené s t&lesem
nechY lez{ v této p¥fmce, rovina
xy lez{ v roviné& @, osa z sméruje
‘viz obr. 9,1). Rovina 91
- X tgxX 2 ~X0e

vzhiru
md pak rovnici z =
Zména ponoreného objemu AV pri po!
otocen{ t&lesa je dana vrstvou mezZ¥
ob&ma rovinami Q, p - jejd tlou§§
ka |x.¢| se m&n se souradnicf x, -
jeji objem pro x < O se prigita,
pro x >0 odecité. Zm&ny objemu se

tedy ziskd integraci

AV =

/-X.O(,.d3=‘0(/x.us
S S

pres plochu S, ve které protind rovina P t&leso. Mus{ bt AV = 0,
o - ose y prochdzi 18Zistém plochy S.

tedy primka

Primka vztlakové sily prochdzi t3Zist&m ponorendho objemu tslesa, myslime-1i
si jej vyplnény kapalinou (plyne ze Stevinovy uvahy pri odvozeni Archimedovae zdko-

na). PIed pootocenim t&lesa radiusvektor t3Zists

_’ = lv/‘r av,

xde se integruje pies objem r omezeny rOV1nou p, V= ./rdv Primkas p proch521 bo-

dmn?’ a m4 sm&r osy z. Po pootocen{ se integrace provadl pres objem l“ omezeny
rovinou Q plat{ d/.dv u/rdv =Va
+ er

—*'— ‘1_/rdv= l/rdV+V1/r. -xc(.).du—rT

kde prispdvek od vVrstvy mezi rovinami 9 Q lze psatAA1~ = -V loC(fo ds
f/}yd% 0) Pilmka p prochazi bodem rT/a mé smEr koimy k rov1né 9- aang vektorem
(bino(: 0, cosat) ~ (L, 0,1).

JestliZe vektor erT mé nenulovou y-ovou sloZku, leif primky p, p v riznych
rovnob&Znych rovindch: y = (rT)y ays= (rT'y’ neprotinaji se tedy. Je-li vaak
osa y hlavn{ osou momentu setrvacnosti plochy S, je Jf xydS = 0 a ob& primky p, p’
-~ ’

se protnou ve vysce h nad bodem rT, pricemi h = Vv -1 fo dS. Vyska h metacentra M

ned t8Zistém pono¥ené tdsti rT je tedy vyjéddrena momentem setrvacnosti plochy S
kolem hlavni osy, prochdzejic{ t3Zistsm plochy S. Pro vjpotet stability se uvaiu-
je hlavni osa, jiZ pIi{slus{ miniméln{ moment setrvacnosti - tj. nejmen¥{ stabili-
ta.

3. Rotatni nddobu umistime tak, aby jej{ rotaéni osa méls sm3r tiZe. Ve spod-
ku nddoby ud&léme maly otvor o plose S, Jaky mus{ bjt tvar nadoby (urcime jej ja-
ko zévislost poloméru r nadoby na vydce nad otvorem h),
obsaZené klesala se stalou rychlosti.

aby hladina kepaliny v ni

Resens :
=8e8nl:
Bernoulliova rovnice ddvé vztah

1
7 Qv

8 rovnice kontinuity vztah

1 2
TPVy P,

+ Qgh + Py =

Slv1 = S,VQ,
kder Je hustota kapaliny, g tihové zrychleni, v, rychlost, h viska, p, tlak a §
zrﬁrez nddoby v hladin® kapsliny, v, rychlost a Py tlak v misté o’vorulo rlose
Sne Nddobu uvazujeme otevienou a rozdil atmosférickiho tisku mezi hladinou & otvo~
Tem zanedbdme, pak Py =

1

P, a dostavame

ol

o _ 51
v, = = 5 28h 2 (1)
» e (1)
1 5

Eribliznd 1 2

i% vzt ; anl S2 i

- ny ah znamend zanedbani S? oproti Sl ve jmenovateli presného vyrazu 1o .
5+ Toto zanedbdni, z kterého budeme

kN >dbe dale vychazet, znemend, e odvozeny vysleack
ude adekvétni pro mald vysky h.
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Za &as dt vytede otvorem objem kapaliny 4V = vzszdt. O tento objem se zmen-
31 mnozstv{ kapaliny v nddob& -dV = JL'r2dh. Porovniénim uvedenych virezd dosta-

neme

- T'r? ab = v,8,at (2)
Neboli
r'e?
Po dosazen{ vV, = \/EEB a Upravé dostaneme hledany vztah mezi r a h
’ Vi) 1‘2 4
T o s; '

kde v, volime podle poZadované rychlosti poklesu hladiny.

4. Rotadn{ viskozimetr se sklad4 z dvou souosych vdled, mezi kterymi se na-
chdz{ m&rené kapalina (obr. 9,2). Jeden z vdlcdl, na nasem obrézku vné jsd{ vdlec V2
rotuje s konstantnf Ghlovou rychlosti {) . Urdete dynamickou
viskozitu 7} kapaliny, zndte~1i velikost momentu s{ly M piso
biciho na vnitini vélec V, (lze jej stanovit napf. ze sto-
D ¢en{ drdtu D, na kterém je zavisen vnitini{ vidlec). Zndte
polomdry véled r, r, a vy&ky H, h naznacené na obrézku.
Déle predpoklddejte r, = r; << H, aby bylo moino zanedbat
v1iv kapaliny mezi dny vélcfi na moment s{ly M a vy3etrovat “
pouze poméry v kapalin& mezi vélcovymi plochami. Napiste *f%
podminku, kterou mus{ prouddni mezi vdélci splnovat, aby by- *fﬁ
lo lamindrni.

Redent:
Moment M je prendsen viskozn{ kapalinou od vn¥ji{ho na
vnitini védlec. Pro libovolnou vélcovou plochu polomdru r
v pracovnim prostoru viskozimetru (rl< rgre) platd

M=7(r) 2Zr h r (1)

kde 7' (r) je smykové nap&t{ ptsobic{ v uvaZované plose. Dle
L4 Newtonova viskozniho zékona je napdt{ 7° Um&rné rychlosti
Q smykové deformace. Rychlost smykové deformace je zde dédna
Obr‘ 92 vzdjemnou rychlosti kapaliny v sousednich souosych vdlco-
i) vych plochéch. Rychlost kapaliny na vélcové plose polom&~
ru r Jje

P AR RRRNN B
>
<<
o<

v = Wr, (2)

kde « je dhlovéd rychlost. Derivac{ vztahu (?2) dostdvéme

dv dw
——r—— == w .
ar r—ar v (3)

Druhy élen derivace (3) odpovidd pripadu, kdy kapalina rotuje jako celek a nedo-
chdz{ k vzdjemnému posuvu sousedn{ch vdlcovych vrstev kapaliny. Pro rychlost smy-
kové deformace je rozhodujic{ prvni &len, ktery poloZime dle Newtonova viskdzn{ho

zdkona roven vyrazu 777, tedy
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dw
r9y; < ?'(r)/y

posadime do (4) za Z(r) z (1) a dostaneme

Qdw M
dr °X'h r27
odkud
M 1 ~M 1
w = -
= —— dr = —_
20°h7 ‘/r3 iThy 52 +C (5)

Dosadime-1i do (5) okrajovou podminku odpovidajic’ pomérim na vanitinim vdlci

w = 0pror=r;, dostédvime C

M (1
47 22

= l[/4J’Z"hr§atedy

- ;%—) : (6)

pro rychlost £ na vnéjsim vélei potom dostdvéme

2 - 4;n7 (;%

a pro hledanou viskozitu TZ vztah

1
T T3
To

M 1
1= 7En (rf

Pro stanoven{ laminarity proudé&n{ uzijeme Reynoldova ¢isla R = dvg/q

_l)
= |-
T2

(9 hus-

tota kapaliny) pro proudén{ mezi dvéma deskami vzddlenymi d, jejich% vzdjemnd rych-
lost je v. Lamindrni proud&ni se udrfuje pro hodnoty R < 1900. V nasem pripad® do-
stdvéme podminku dr2§2§)/lz< 1900, kam jsme za v dosadili ne jvétsi rychlost v =

'z rQQ vV prostoru mezi védlei viskozimetru.
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! b0 ji Pripevnit, aby bdje ztstala stabil-

ni{? Hmota tyge Pripadajic{ na jednotku r
jlohy i délky je M= 1 kg/m.
Uloh; |
v biema v = 8. DrevEnj pravidelny ¢tyrboky hranol o vy
1. Hustom&r ke kontrole akumuldtord se sklddd ze sklendné banky o o j’ Yo ; ce o, jehoz Stvercwrs e ot e
=3 cm3, ke které je shora pritavena trubilka dlouhd € = 5 cm. Jaky ?a byt prgg s, plave na voans hladin tex, ge o
Tez q t;ubiéky, mé-1i stupnice hustot, rozprostrend pod4l celé trubicky, sah&%g zéKladna je vodoroyns. Nepisty mudmsmr
od 0, = 1,05 g/cm® do 9, = 1,40 g/cm? ? Na jakou hodnotu G je tieba zvétait ai Stability, Jeols muteta soprrere
l - ’ ’ ” 4
celkovou vdhu hustomdru priva¥kem umisténym v doln{ Basti banky? ) QD - 0,7 g/cm3. Srovnejte s FeBonym pap.
v
- . kladem 2.
2. Jakou ¢ast{ svého objemu je pono¥ena do rtuti ocelové kulickaBna rozhran{ vo~%§ &
 aa - riut? Hustota ocels Po = T:8 &/ew, rtuti Oy = 13,6 g/cn’, vody Ov= 9. Stanovte pretlak p uvnitr kulové bubliny
=1 g/cm3. ; 0 polom&ru R z kapaliny, jejiz povrchové ObL‘ 9’5
. ’ ” .’ ) nap&t{ ja P.
Trojboky pi{my hranol, jehoZ zdkladnou Je pravouhly rovnoramenny troauhelnik,’ b J
o pluje v kapaliné hustoty © zpisobem na-i: 10. Ust{ kapildry tvor{ °strou kruhovou hranu o polomiru T = 0,5 mm. Je ponoieno
I : ] znacenym na obr. 9,3 (podstava hranolu ‘. h = 5 mm pod hladinou vody 18° ¢ tepié. Jaky pretlak mus{ m{t vzduch v kapi-
. né). Jak hluboko (a,) ldre, aby zagal probublédvat z kapildry? Povrchové napstf vog pPri udané teplo-
Je kolmd k hlading 1) ry y
mus{ byt hranol ponotren, aby celkovd sig t& je 7,3 .10°2 N/m.
bic{ byla nulova? Jal{.,i
la na hranol p?so ic y' ’ 1. 11. Barometr, umist&ng v mists 2 o Znémé nadmo¥ské vysce h. = 230 m ukazoval ba-
velky dodateiny moment sily M musi na N
I 1 1 pisobit, aby ho udrZel v naznate- rometricky tlak p, = 739,5 torr. Sousaens byla v mfst¥ B zmiFena velikost ba-
hranol p@s ’ - 3
né poloze? Délke hrany (odvésny) a = 15 o, rometrického tlaku Py = 725,0 torr.
Vy8ka hranolu V = 30 cm, hustota hranola &) Pfepotitejte tlak Py V mist® A na hladinu moge (py).
Obf‘. 9I3 91 =0T g/cm3. Hustota § =1 g/cm3. b) Stanovte nadmo¥skou vysku bodu B, jsou-1i Splné&ny Pi‘edPOklady pro ba-
Tedmét o hustotd O, je na vzduchu vyvéZen na rovnoramennych vahéch mosaznim:;; rometrické md¥enf vysek (kiidna atmosféra, nevelkd vzaslenost obou mfst, vhod-
" Pz: ;:m 0 hmotd m PStanovte skutec¢nou (na vakuum korigovanou) hmotu predmétug né denn{ doba). v barometrické rovgici poloZte stiedn{ teplotu t = 16° ¢,
zéva m,. : ) V : o :
je=1i hustota mosazi Q. @ hustotavzduchu za danych podminek Oy . Hustota vzduchu p¥i teplots t; = 0% C a tlaku P, = 760 torr ge oL = 1,293 kg/m3

: (v1iv vlhkosti Zanedbejte).
j j1Z na
¥ y 'y = m, vydka V = 60 m. Najd®te celkovou s{lu, j | , '
>+ Sirka ddoluf ifehr:d¥ :1 k40a ;ejz plisobistE, lze-1li zed prehrady poklddat za 12. Vzduchoplavecky balon o objemu V = 5000 m3 je neplnén vod{ken, Gelkovd veha
prehradu pdsobi vodni ak, 5}

balu balg d = .
obd4lnikovou a leZfc{ ve svislé rovins. obalu balonu a gon oly je ¢ = 2 Mp

. a) Vypotitejte sflu, kterou balon napind kotevn{ lana pled vypust&nim,
6. Odstredivé cerpadlo se sklddd z vilecové nédoby (bubnu) V, v ni% rotujf{ lopatky

L fobr. 9,4). Lopatkové kolo vodniho erpadla kond 2800 otdtek za minutu. Saci

b) Do jaké v¥se baldn po vypusténi vystoupf? Plnic{ hadice na spodku bg-

potrubi (A) ust{ do bubnu z boku ve vzdd- lén? zistdvg oteviena, take prebytek plynu, roztahujiciho se pri stoupdnt
lenosti ry =2 cm o0d osy, vjitlatné potru- balonu, mi¥e volns odchdzet. ~

bf (B) Ust{ na kraji bubnu ve vzdélenosti Zanedbejte ochlazovén{ plynu p¥i jeho rozpfndni a predpokldde jte, Ze tep-
T, = 5 cm od osy. Odhadn&te, do jaké ma- lota vodfku v baldénu se nemsng, Déle zanedbejte zminy teploty atmosféry s vyi-
ximéln{ vysky mbZe &erpadlo &erpat! Na kou, tak¥e lze pouzft barometrické formule. pii startu balonu je tlak P, =
obrdzku &drkovan¥ naznatené vydistsn{ po- = 760 torr g teplota to = 20° C. Hustota vodfku za téchto podminek je

trubf C zatim neuvazujte. 0,084 kg/m3, hustotu vzduchu Vypodt¥te z dat udanyeh v predeslé dloze.

T&leso boje T md tver duts koule o pri- 13, Mikrovéhy, slouzZfc{ k véens velmi malych hmot, jsou v jedné Uprave zar{zeny
mé&ru 2R = 30 cm & fhmcotnosti m = 4kg (V%z takto: na jedné strans Vahadla, které je na rozdil od b&Znych pékovych vah
obr. 9,5). Dole je zatiZeno olovdnou é?c‘ provedeno jako velmi lehké, je kroms misky pro védZieny pFedmst ZavéZena téz

kou & o hmotrosti m, -3kg; vzddlencest té- dutd, zataveng kfemennd koule. Véhy jsou uni{stény ve skfini, kde je moZno m&=-
Zi3t& cocky od stiedu koule je X = ‘nit tlak vzduchu; t{m se m¥n{ t&z vetlak pisobfef ng kouli a je moZno véZeny

= 13,3 cm. Jak vysokou tyé L je moznd na predmét jemns vyvdiit,

Vypottite hmotu predm¥tu m, jestliZe beg predmtu byly védhy vyvéZeny pii
tlaku Py} = 632 torr, s predmStem bylo Pro vyvdZenf tireba Zvy3it tlak na Py =
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= 670 torr. Objem dutiny v kiemenné kouli
byl 1,5 cm3, teplota byla udrfovdna na
20° C. Vahadlo, zdvei{ i vsechny ostatni
soutdstky na vahadle zavdsené byly z ta-
veného kiemene. Korekci na vakuum u pred-
métu neuvaZujte.

14. Uréete debu T, za kterou vytete velkerd
kapalina 2z vélcové nddoby polomdru R a
2z kulové néddoby polom¥ru R, je-1i vyska
kapaliny v obou nddobdch H = R a ob& nd~
doby maj{ ve dn& otvor o polomdru r. Vdl-
cové nddoba je umisténa tak, Ze jeji osa
mé sm¥r tiZe. Kontrakei vodniho paprsku p¥i
vytoku neuvaZujte.

15. Na obr. 9,6 je zndzorn&n Venturifv vodo-
mEr. V mist& oznateném 1 na obr. 9,6 je
prirez trubice S, av mist¥ oznateném 2
Je prérez S, 2 rozdflu hladin h, - h2 ka-
paliny v manometrickych trubicich urdete
objem kapaliny Q, ktery protede trubic{
Za Jednotku &asu. Trubice je umfetdna vo-
dorovné,

16. Na obr. 9,7 je zndzorndna Pranditlova tru-
bice na m¥&fen{ rychlosti v proudfciho
vzduchu. Jsou to dv¥ soustfedné trubice,

2 nichZ vnitin{ se pri m&feni postavi

Obf‘ 97 otvorem proti smdru proud¥ni vzduchu, za~
" timco vn&jsi mé &eln{ &dst uzavienu a otvo-

ry mé na boku. Urdete rychlost v, zndte~1i

rozd{l tlakd mezi vnit¥n{ a vnsjs{ trubi-

[ el P, = Py Rozd{l tlakli se urd{ z rozd{l~

nych vysek kapaliny v manometru znézorné-

ném na obrdzku.

OO Y

17. Dv¥é trubky o prtfezech Sl a 82 Jjsou spo-
jeny gumovou hadic{. Jaky nejv&ts{ objem
kapaliny Q miZe za vteFinu proudit trubi-
cemi, aniZ by povolily spoje gumové hadi-
ce 8 trubkami, udrZ{i-li keZdy z t3chto
spojf s{lu T. predpoklddéme, Ze gumové ha-
dice méZe byt za provozu ohnuta aZ o 180°.
Bustota kapaliny je ¢. Predpoklédejte kon-
stantn{ rychlost kapaliny v celém praFesu
trubice.

18. Stanovte moment s{ly M,pdsobic{ na Segne-
rovo kolo (obr. 9,8) se &tyfmi rameny,
v okamZiku, kdy se kolo gadind otdlet.
Ve védlei V je vyska kepaliny h, ramena R

-90-

19

21

22.

23.

24.

maji délku £ a prifez trubky, z které Jsou ramena zhotovena, Je viude stej-
ny a roven S.

Vypo&téte, jakého tlaku by teoreticky dosdhlo ¢erpadlo dle obr. 9,4, bude-1i
vytla&né potrub{ provedeno nikoliv jako potrubi B, ale jako trubice ¢, Vyzna-
¢end na obrézku Sérkovans. Vzddlenost usti{ od vn&js{ stény bubnu je mald, tak-
Ze lze i pro toto ust{ brdt vzdslenost og 08y rovau r, = 5 cm.

Ocelovd kulitka o polomdru r = 0,15 cm padé v glycerinu konstantn{ rychlost{
Ve UZitim Stokesova vzorce stanovte tuto rychlost. Hustota oceli Po =

7,8 g/cm3, glycerinu QO = 1,26 g/cm3, dynamické viskozita glycerinu 7=13,93
poise. Chyba Stokesova vzorce nepresshuje 2 %, je-1i Reynoldovo ¢islo R =

2rv, N N .
= -—7Z£< 0,1. Presviddéte se, Ze v nafem pripads Je tato podminks splnéna!

Dva rovinné kruhové disky o polom&ru R jsou umistény proti sob& ve vzddle-
nosti d <R tak, Ze Jejich osy splyvajf v jedné p¥imce; oznaime tuto primku
0. Jeden z diskf rotuje kolem 08y o Uhlovou rychlostf . Jaky silovy moment D
stdd{ druhy, stojfc{ disk kolem osy o? Vypoct&te konkrétns prod = 0,5 cm,

r=3 gm, W= 101 rad s-l. Dynamickd viskozita vzduchu Je?n =17,1 . 1076

N.s.m °,
Rovinnou homogenn{ kruhovou desku o polomdru R a hmots M nechéme kyvat jako
fyzické kyvadlo mezi dvéma svislymi rovnob#Znymi st¥nami. Deske kyve v roving
TOVDObEZNné & obdma stinemi kolem pevného bodu A,ktery le%{ na obvods desky,
PF¥itom tloui¥ka a vzduchovjch vrstev je na obou stranfch desky stejnéd a kon-
stantn{ a pfedpokléddéme 4 <R, Stanovte dekrement tlumu kyvd desky pro malé
rozkyvy.

K absolutnimu m&iren{ Viskozity kapalin lze pousit B.j. i Mariotteovy ldhve
(obr. 9.9). Tato Uprava zaruduje kon-
stantn{ tlakovy rozd{l p#i vytoku ka-~
peliny; pFi vytoku klesd tlak vzduchu
nad hladinou kspaliny tak dlouho, a%
zatne probubldvat z trubice T vzduch.

Pak je hydrostatickf tlak u Gst{ tru-
bice T roven barometrickému a kapalina — | =
Vytékd vlivem konstantnfho tlakového _:T -—— 1 ———
rozd{lu, ktery odpovidd vyskovému roz- —_—
dflu h mezi Gstim trubice T a vytokem IR — h
kapiléry. T

S kapildrou ¢ svétlosti 2r = \“‘

= 0,80 mm, dlouhou €= 290 cm, byl, p¥i 0br.99

rozd{lu vysek h = 15 cm,nemé¥en za do- .53

Y0 t = 5 minut vytekly objem V = 23 em3, Teplota vytékajici vody byla 22° c.
a) Vypoditejte z tichto 6dajn viskozitu vody pi#i dané teplotd. PouZijte

Poiseuilleova vztahy Jednak bez Hagenbachovy korekce, Jednak s ni. Porovnejte
8 tabulkovou hodnotou,

b) VypoXtite hodnotu Reynoldova &{sla R g Porovne jte ji s kritickou hod-
notou By; PFi prouddni trubief s kruhovym prorezem je R, asi 1000.

Kapalina s dynamickym koeficienten viskozity % vytékd z nddoby kapildrou
o délce € ¢ krubovym prifezem o polomsry R. PloBnd velikost S hladiny kapali-
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ny v néddob& se pritom miZe obecn¥ ménit s klesajfci vyskou hlaciny. B:demeé
psdt tuto zévisiost S = 8(h), kde h je vyska hladiny, m&Iené ve svislem smeé~

ra od vytokového otvoru kapildry. it

a) Vypo&tdte, jak se bude rychlost klesdni hladiny mé&nit pri vytékédni
4
kepaliny. Jekd musi byt zdvislost S = S(h), aby rychlost byla konstantni?

b) UkaZte, Ze &as 7', ktery hladina potrebuje k prichodu mezi dvima rys- |
kami o vyskdch hy, h,, je pro rfizné kapaliny tmsrny jejich kinetickym koefi-
cientfn viskozity.

Piedpoklddéme pritom, Ze lze pouZit Poiseuilleova zdkona bez Hagenbacho-

vy korekce.
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10 V1in&ni{ a akustika

Resené priklady

l. Za jakou dobu 7 se dostane zvuk z mista A do mista B® Teplota t vzduchu
mezi body A a B rovnom&rn¥ stoupd (tA< tB).

Resen{:

P¥i nep¥{1i5 vysokém tlaku rlynu je rychlost zvuku v plynu

v = vo'\/l +2%,

kde 2¥je souéinitei teplotn{ rozpinavosti plynu a Yo Jje rychlost zvuku v plynu
p¥i teplots t = 0° ¢. Ve vzddlenosti x od bodu A Je teplota

L A RE % t, + ax,

kde a = (tg - t,)/¢¥ a € je vzddlenost mezi body A a B. Pak rychlost zvuku ve
vzddlenosti x od bodu A

IR Ry TR e

kde b= ¢ +]’tA; c =]“a. ix
1
Uvédomime-1i si, Ze v =£—d? » miZeme pro dobu ¢ psét

dx
e /vo\/m T 2lE et -V -

0

2£ (\/1 + Py - \/1 AN LR

2. Ocelovéd struna délky ‘f a prim¥ru 2r vyddvéd pii teplotd t zdkladn{ tén
kmitodtu V. Vypocéitejte zmdnu kmitodtu AV zplisobenou vzristem te
o At, jestliZe d4lka struny nebyla ménZna.

Resent :

pPloty struny

Pri vzrdstu teploty o At se struna prodlousi o Af 2 oofAt, kde oC je tep-
lotni soudinitel délkové roztaZnosti. ProdlouZenim struny o AT se zméni{ sila P,
kterd napind strunu o AP (AF <<0). Tuto zménu napf{naci sily uréime z Hookova z&-
kona. AP musi byt v absolutn{ hodnotZ tak velké, aby prodlouZilo strunu délky £

a prirezu 8 = % o AC: «CA%. 0znasime-11 E Youngdv modul pruznosti v tahu,
potom

«tat/€ - A¥/Er2
AF = - LELr2At.

Emitodet zdkladnfho ténu struny

ve Vst
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kxde M je hmota jednotkové délky struny. Po vzristu teploty o At bude kmitoXet

gékladniho tonu struny

V(P - 2z At) /1t /28

Viz+ an/M /2¢

(ve 8v)/v = \/1-wExe2at/r & 1 - BX2AL/2 P
AV = - (wEXT2At) / 8 VT M.

-6 grad-l

y = v+ Ay

o 2 .
Pro ocelovou strunu oL £ 9,10 s E= 2.1011 N/n° a hustota 9 = T,2 & 103

kg/m
Pri zahFdt{ ocelové struny o At = 1 grad je AY = = 31/\:{
(kde € je v metrech a V v Hertzech).

3. Vlak se bli{Z{ po p¥imé vodorovné drdze rychlost{ v = 5 m/s k tunelu ve ‘
skdle. Lokomotivn{ pfitalou zékladnfho kmito¥tu V= 320 Hz dévé pied tunelem stroj-
vedouc{ vystraZné znameni. Zvuk pi3taly se odrdi{ od svislé stény skdly. Jaky kmi~

toset maji rédzy pozorované

a) pozorovatelem, stojfcim u trati a divajfcim se za vlakem, ktery se bliZ{
k tunelu,

b) strojvedoucim na lokomotivé.

Rychlost zvuku ve vzduchu ¢ = 340 m/s.

Resen{ :
a) Zdroj zvuku se od pozorovatele vzdaluje rychlost{ v..Z Dopplerova princi-
pu mhZeme ur&it kmitolet v, tonu pistaly vnimany pozorovatelem

vV, = cv/ (c + V).
Wa svislé st¥n& skdly nastdvd odraz zvuku. Zdroj zvuku se ke skdle pribliZuje rych-
lost{ v. PPFi odrazu se jeho kmito&et nezmdni. Pozorovatel je vzhledem ke skédle
v klidu.
Odrafeny zvuk pfsfaly vnimé pozorovatel jako ton frekvence

v, = ¢cv/ {c -~ v)

2
Pozorovatel sly3f rdzy kmitoétu
vy = vg-vl = 2¢vv/(c + V) (¢ =-V) =9,41 Hz,
b) Strogvedouci mé vzhledem k p{sfale nulovou rychlost. Zvuk pi3faly vniméd
jako ton kmito&tu vl =y, Ke stdnd, na které dochdz{ k odrazu, se bli¥{ rychlosti
v. OdraZeny zvuk vaimé jako ton kmito&tu v, = (e+v)V/ (c - v).

Strojvedouc{ slysi rdzy kmitodtu

¢

Yy = vy =V = 2vv/(c-v) & 9,55 Hz.
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2.

4.

5.

8.

lo.

ll-

Glohy

Urdete rychlost v s{fend{ zvuku v dvouatomovém plynu. P¥i tlaku p =
Je hustota plynu Q= 1,29. 1073 g/cm3

760 torrd

Jakéd je rychlost v sifen{ zvuku v dusiku, vime-li, %e stiedn{ kineticks ener-
gie postupného pohybu molekul jednoho kilomolu dusiku E=3,4. 106 Je

Urdete dobu T, za kterou se zvuk Zze zemd dostane do vyse h = 10 km. U povrchu
zem& je teplota vzduchu t, = 20° ¢ a vertikdlni gradient teploty v atmosféie
& = = 7.1073 grad/m.

DokeZte, Ze v kaZdé podélné sinusové vind v plynu, pri nepifl1is vysokych tla-
cich, je relativa{ zm&na tlaku dp/p = & v/c, kde & je Poissonova konstanta
plynu, v je okamZitd rychlost tdstice plynu a ¢ je rychlost zvuku.

Urtete meznf Ghel dopadu O Tovinné akustické viny na rozhranf vzduch - voda.
Rychlost zvuku ve vods V, = 1450 m/s a ve vzduchu vy = 340 m/s.

Uréete rychlost s{¥ent V) vin vznikejfcich na vodn{ hladin& za jedouci lodd,
Jjede~11 lod rychlost{ V, a primé okraje brdzdy za jedoucl leddf sviraj{ uhelf’

Vypo&téte grupovou rychlost u pro tyto zdkony disperze:
a) v = a - zvukové vlny ve vzduchu,

b) v = a / VA - kepildrn{ viny,
e) v = a/A - prigné kmity tyde,
d) v=a/(1-bA? - elmg. viny v ionosfére.

(a, b jsou konstanty.)

Rychlost s{ren{ podélnych vin v m&di v, = 4720 m/s. Urkete rychlost v, siren{
pri¢nyeh vin v m&di, je-1li elastickd Poissonova konstanta m = 100/36.

Posunuti ¢dstice ve smiru postupu rovinné akustické vlny ve vzduchu je ddno
vztahem

u = 1074 . sin (1256 ¢ ~ 3,7 x) metry,

kde t Je Cas ve vterindch, x je souradnice v metrech na ose, podél ni% se
vlina 8{r{. Urcete kmitotet ¥, rychlost siien viny ¢, délku viny A, amplitu-
du kmitd rychlosti vV, kaZdé cdstice, amplitudu kmit& tlaku P,r 28 predpokla-
du, Ze jde o d&j adiabaticky

Postupnd rovinnd vlina kmito&tu y = lo3 Hz o tlakové amplituds P, =*1 dyn/cm
se 5{¥{ bez absorpce ve vzduchu rychlost{ v, =331 n/s a ve vodé rychlosti

v, = 1485 m/s. Jak velkou hustotu energie w a intenzitu vinin{ I md tato vlna.

Dv& rovinné sinusové vliny postupujf stejnfm sm¥rem rychlostmi vy 8V, Témto
vlindm p¥islus{ vlinové délky A‘l a )\2. Urcete vzddlenost d mezi sousednimi
rovinami, ve kterych kmity vzbuzené obZma vlinami jsou ve fézi. Najdéte vyraz

Pro rychlost u pohybu t&chto rovin.
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12. M&reni délek A velmi krdtkych akug-
tickych vin se provdd:i v Quinckovy
trubici (viz obr. 10,1). v bod&d A
se vzduch do trubice vstupujfe! rog-
d&luje do 2 v&tv{ Tng. Délku v&t-
ve T; lze ménit jejim vysouvénim.
Zvuk po interferenci je veden k uchy
hadilkou, pripojenou v bod& B. Vzdde
lenost mezi polohami trubice Tl pri
dvou po sob¥& namdfenych minimech

zvuku d = 1,5 cm. Vypoditejte vlno-
vou délku X zvuku a jeho kmitodet

pri teplotd vzduchu t = 25° g.

13. Porovnejte kmitotty V zdkladnfch ténf oteviené varhanové pidtaly déiky 4
jestliZe je naplnéna jednou vzduckem a podruhé vod{kem.

W
obr. 101

= 1ln,

14. Vypoditejte rezonancni kmito¢ty V trubice délky 1= 75 cm p¥i teplotd vzduchu
v trubici t = 20° ¢ je=11

a) trubice oteviena na obou konecich,
b) uzaviena na jednom koneci.
15. Struna je nepnuta silou P = 15 kp. Vniméme-1li souasné zékladn{ tdn strunyv e tdn
ladilky,dlyS{me rézy. Kmitodet rdzd V. = 8 Hz. Pri napinacf sfle struny Fi=1]w

je kmitotet zdkladnfho tonu struny vl stejny jeko kmitoéet ténu laditky. Urce~
te kmitocdet Vi

16. DokaZte, Ze viraz y = A ei(“Jt-kX) vyhovuje vlinové rovnici
2 2
2y . 1 a2y
2x? vE 22

17. Netopyr leticdi kolmo ke sténg rychlost{ v = 6 m/s vydévd ultrazvukovy ton kmi-
todtu v= 4,5.10% Hz. Rychlost zvuku ve vzduchu ¢ = 340 m/s. Jaky kmitodet md
zvuk, ktery vnimé netopyr?

18. Masivn{ zvudfc{ ledidka se pohybuje z bodu A rychlost{ v = 25 em/s po nejkrat-

8{ primé dréze ke st¥n¥. Pozorovatel v bodd A slyd{ rédzy o kmitodtu Y, = 3 Hz.
Vypoditejte kmitodet ledi¢ky V. Rychlost zvuku ¢ = 340 m/s.

19. Zdravé ucho miZe Zachytit ton kmitoctu v= 102 Hz, jestliZe je jeho tlakovi
aplituda Py = 2.10° 2 dyn/cm - Jak velkéa amplituda elongace U a rychlosti v
cedpovidd této hodnot¥ p_ ve vzduchu° U zvuku téhoZ kmitodtu Je tlakovd ampli-
tuda na prahu bolesti Pb 2 0,10 dyn/cm « Jak velké a
povidé této vln& ve vzduchu a ve vods?

20. Hledina hlasitosti zvuku na ulici A = 70 f£éng.
hlasitostiAd= 40 féna.
zvuku v mlatnosti I .

?1. Uréete vyslednou hladinu hlasitosti A v pozorovaném m{
10 motocykly, vime-1i,
rovaném mistd Jﬁl 90 foénf.

22. Ve vzdélenosti-f = 10 m od zvueiedl leditky piestal byt zvuk slysen o dobu At =
= 30 s d¥ive, nez ve vzdalenosti‘f = 1 m. Vypoditejte koeficient vdtlumu la-~
di&ky. ?

23. Intenzita zvuku ve vzdélenosti.e = 20 m od zdroje je I, = 0,03 erg/cm?s. Jaké

je intenzita zvuku 12 ve vzdalenosti‘f = 100 m od zdroje, je=1i koeficient
Utlumu pro tento zvuk k = 5.10 5 .

mplituda elongace Ub od~

V mistnosti je jeho hladina
Urcete pomér intenzity zvuku I na ulici k intenzits

3t& buzenou soudasnd
Ze hladina hlasitosti od Jjednoho motocyklu je v pozo~
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RESENT, ULOH

l. Kinematixk a b odu
. 3 x2
1. Drahou je elipsa 2 + dé = 1. Tetnd sloZka zrychlien{ a, = 0 ve vrcholech

elipSy, tj. pro body elipsy lefc{ na 0séch sou
¢ = d by pobyb byl rovnom&rnym pohybem kruhovym
by byla nulové pro v3echny body dréhy.

Tadnych. Ve specidlnim ptipads

a tec¢nd glo¥ka zrychlen{ ay

2. Elipsa se st¥edem v bod f3,2] a poloosou ve

sméru osy X; dlouhou 4 a ve smayu
08y X, 5 délkovich jednotek.

—
rychlost v (v,, V2) zrychlenf a (al,ag)

v1 = =4 sin ¢t & = =~4cos t
v, = 5 cos t a8, = =5 sin t
tetnd sloZka zrychlent a, normélové slofka zrychlen{ E;
oy . 36 sin? t cos t a . _"100 cos t
1 16 + 9 cos? ¢ 1 16 + 9 cos? ¢
8 = 45 cos? ¢ sin t s - =80 sin t
2 16 + 9 cos” ¢ B2 16 + 9 cos? t

4. Névod: Z parametrické rovnice pohybu
at?2

5t Vol + X, a virazu pro rychlost pohybu v =

at + vo Vyluéte éas t.

5. a) Harmonicky pohyb s = A sin (Wt + ¥) v sedce x

i 2 = X1, X, € {~1, 1),
s uhlovou frekvenc! W = ~5» amplitudou 4 = \/Eva fézovou konstantou 7= 0.
b) Rovnom&rny kruhovy pohyb na kruiZnici s polomérem R

p = 1 s uhlovou rych-
losti W = =3~ 8 8 polohou v tase t =

= 0 uré¢enou 8ouradnicemi x

1 = i, x2 = 0.
¢) Harmonicky pohyb s = A4 cos (wt + #) po Usecce x_ = -x_ , 1,
x) € < 0,l>. RovnovédZné poloha je v bods o souradnic{ch x, = l/;, X, = 1/2,
amplituda A = \/i/z, Uhlové frekvence w = = X, fdzovd konstanta Y’:eo.

a) Nerovnom&rny kruhovy pohyb po kruZnici s polomdrem R =

ls konstantn¢m
dhlov§m zrychlenfm £ = T . v tase t = 0, x

1, = 1, X, = 0. Velikost tecné slozky

zrychlendt ap = J, normélové sloZky ay = z2 t2, zrychlenf & nemé tedy smir
polom&ru.
6. a) Parabola X, = Eg x2 - B v intervalu -A
2 A2 X1 alu x, < » *A) ; na obr. 1,3 je parabo-
la zndzorn&na pro 4 = = 1.
4 Bx3 B
b) x, = _zs_l - éx_ Xy v intervalu Xy (—A, +A>

Na obr. 1,4 je kirivka znédzorndna pro A = B = ],
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Krivky Jjsou Lissajousovy obrazce s nulovym fédzovym posunutim vzdjemn& kolmych
2 B kmitd pro pomér frekvenc{ a) 1:2, b) 1: 3.

7. Volba soustav souradnych Je naznatena na obr. 1,5. Bod A zna¢i polohu bodu
XZ X’
2

_______ L +1
1

{ S % X,
=1 + | ! R )
N, S

A

b —— -
b . — ———

obr : 15

~1 v &ase t = 0, 5 polohu stiedu v case t = 0, 5" polohu stiedu v libovolném &g-

se t; X1, X, je soustava soufadnd spjatd s rovinou; xi, X, soustava souiadng
s poddtkem v bod¥ S° pohybujici se rychlostf _v_l: viéi soustavs Xy X,

-V i
Xy = Rcos (-—5 t - iﬂ) + v, t
R 2 k
obr:13 -v x
! X, = Rs:m(———kt~—) + R
2 R 2
“Vk .'/Z’)
2 vl = -«vk sin (—R- t - > + vk
v
- - k - Jc')
v2 vk cos (T t >

-v
” 2 . k T
v = \/vi+v5 = 0 pro 51n(—R—t-—§-) = =1 a soutasns

To nastdvd pro t = 2k.7t’vg— (k =0, 1, 2 «e+), tedy pro tas t = 0 a dals{ casy,
kdy vyset¥ovany bod se dotkne roviny.
2
-V -v
o Tk < k Ji’)
R & ) T TR s gt
. 2
~-vz ~-v
) + = _k X .. _T.)
-1 -Ig -3 1 a, 5= sin % ¢ >
V Zérkované soustavs soufadné méme
. “Vk X )
X3 = R cos (—B— t - >
. . “Vk JT)
1 ________ _1 x2 = R sin (T t —§~
a tedy

obr: 14
- 99 -
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Co= - a, = &
vy = VT Yy a 1 1
o= v o = %

jak odpovidd prechodu mezi &véma vzéjemnd rovnom¥rnd primotale se pohybujici- '

mi soustavami.
V10 V20

- e ——
.

8. Ve vrcholu drahy, tj. pro X; = 2

g. x = 5 sin 47t ([x] = cm)

10. Rovnice dréhy x, = EY xy
em/s? . Usek dréhy mezi osami 8 = 5 cm, bod jej prob¥hne za em
rychlost v, = 10,\/_5_..;
10. \/g cm -

cm .
+ 4, velikost rychlosti v = 50 ¢t &, velikost zrych-

len{ a = 50
cas t = < s. Rychlost v, ® 0 %? v bod& na ose X1

5 . . -
na ose x,, pram&rna rychlost na useku mezi osami Vv = 5 —_ .
r
11. xl-2cos;[‘t+2
= - -
X, 2 cos 4 2 7
2,2 2
12. JelikoZ velikost rychlosti v = \ﬁ% + vg + v§ = R“w* + k° neni funkel

gasu t, je pohyb rovnom¥rny. Jedné se o rovnom&rny pohyb po Sroubovici.

13. V polédrnich sou¥sdnicich maji parametrické rovanice tvar
R = \/;2 sin? Wt + B? sin? (Wt + o)
B sin (Wt + o)
f = arcte T in wt
2 2 .
dR w(a? sin 2wt + B sin 2 (Wt + o)
Yg T a3t T R
Va - ABWsinoG
Vf = H = R
= inzlifl - -1 A Bwsinw
Yp T T2 it 3
2
3*R ar\2 )
N SR 4T
R dt’ dat
1 4 5 gf - 0
ar = | T (R dt) =

Viimndte si, Ze v_ = konst a zrychleni amir{ do poéétku soustavy souradné.
(Jednd se o pohyb zpfisobeny centrélni silou F = -nw? R, neboli o tzv. dvoj-

rozmdrny harmonicky oscilédtor.)

14. Névod: Jako p¥iklad uvedeme resern{ pro elipsu. Z elementdrni vlastnosti elip-

sy plyne
R+ R = 2a.
péle plati (viz obr. 1,6)
(2e + R cos 7’)2 + B2 sinzf
Z téchto dyou rovnic plyne
(2e + R cos }")2 + R singf ,

R? =

(R - 28)% =

coZ lze upravit na tvéar
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15.

Y
a
R = ————————
1+ &cosy

kde uZijeme vztaht b2 = 2’ - 2
€= " 2 druhfho vztahu je zrejmé,

Ze pro elipsu €< 1.

Rovnice pro parabolu a hyperbo~
lu lze odvodit obdobn¥. Pro parabolu

€=1 ap je vzdilenost ohniska od
2
¥{dfe{ pirimky pro hyperbolu p = Ba;

stejn& jako pro elipsu a £ >1.

épw (sinwt)

b) v

obr. : 16

pw2(2£2 singwt ~ 1 -&cos wt)

R (1 + & cos wt)2 r T (1 + £ coscwt)l
2
v = pw 2w & sinwt
4 8 =
1+ &cos wt 4 (1 + & cos wt)?
v o L p°w

”

(1 + & cos wt)?

Pohyb md v obecném bodi krivky uenulovou slofku zrychleni ay, nem{t{ tedy

obecn& zrychleni do poddtku Soustavy soufadné. Pozndmga:
ni pohybem, ktery se po kuZelosedksch déje v pripad¥® pisoben{ centrdlni sily
’

kdy ap =0 a v nen{ funkei ¢asu t, ale pohybem,
jinou rychlost{.

ktery kufelosetky probihd

2

a) r = R - _ > -y
vr 0 ar = R k = T

A= ke, v4 = Rk ad = o

f = ?DO V? = 0 a? = 0

Pohyb zde zadany ne-

R (polomé; zems), k, 7/?,, ¥, disou konstanty, v je velikost vektoru rychlosti.
ed

b) r = = 2 v
R vy = 0 a, = =~R k° sin27)i, = --1\%-
z/s = U VjP = Rk sin A ag = 0
f = kt+f7po v = 0 a)d = -R x’ sin?f:,cos Vgo
2
Velikost vektoru a, a = E‘E"ii"?i
n
¢) Vyjdeme z rovnic pro rychlost
= M df
Vr 0; Vo = Ra?sinl’5=Rk, vi§ = R%ﬁ-: Rk

Z posledni rovnice integraci = kt + ?/q

posledni rovnice a integraci ¥ = 1n | tg
-2
a, = R a8y

ap = -Rk cotg (kt « ﬂi)

a =\/5Rk?\/2+ cotg?(kt+?}o) =

2

led 2
-2Rk- = = k™ R cotg (kt + Vi Y

V2 v?
2

2R -

Vsimndte si, Ze pro (kt + %), P00, coz capovida spirdlovitému piibli-

Zovéni pohybujfciho bodu k pbélu. Vysetrovani pony
interval 0 < <.
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[* 7 & zrejmd téf r -

+ cotg (kt + 25)

bu je tedy nutno omezit na

y po dogazeni tohoto vysledj sred~
or ke SRR yeledku do pred

R.




16. &) x = 2,1 t2+ 1,8t + 2
bp) x = 1,4 sin (0,89 t + 0,"1)
e) x = 0,4 t3 = 3,1t+ 1,3

17. Pro thelf mezi smérem pohybu vlaku a smérem, kterfm je nutno hodit balicek,

rlati vo - V]
08 =
cos ¥ v,
18. o« = 7%0° .
h d t = 3
1. t = 2 v 5111206 55'103 . sin“a

d - 2 zicni doby vychdzejf
vsimn&te si extrémn¥ krdtké doby pro « = —3— . B&Zné expozic y

5 s o
pouze pro mal! Ghly, pribliZné& pro o¢ < 109, pripadn& oC >170".

= hod.
20. Vl = 17,5 km/hodo V,., ?,5 km/

= § 8, t_ =
»1. Body se potkaji v Gase a) t = 2,43 8; b) t = 44,5 s, ¢) T 5,85 8, 5
= 34,14 s ve vzddélenosti od bodu A.
a) 7,29 m, b) 133,5m, ¢) 17,6 m a 102,4 m.

27, Priseéik drah ma souladnice [’3‘" L'] m. Vzajemnou polohu boddé vyjddi{me rozdf-

le (o) oh vy h ve to - T = + Vv t -V to Vektor I r

m (¢] < k rﬁ r r r B - ma sloi-
p l )c A !

xﬂl "Vabb 24t + 4 R,

B Ao A" T TBg B
4 [da} j 8{ vzda-
Minimdln. hodnota [;; - ?:) nastane pro to =1z S» odpovidajfci nejmens{

. , -
ky (3t, 6t-2) m. Vzddlenost bodl je dédna vyrazem er

/ = _ > —
lenost bodd je |/ 0,8 m. Pro Ghel o€ mezi kladnymi sméry vektord Ty r, 8 VA

dostdvédme podminku

({-‘5-?2)7,: - 3t +4
cos o = ———————— = >
[Tp = Tal [ VAl Vi3 . (45 2 - 24t + 4)

\ / L

£ 3 ; = — e j=-

23. F0l drahy se zrychlenim a, pll se zpozdénim a. Doba prijezdu t 2 e hi
vyssf rychlost v = \/la.

24. Zrychleni klesd, protoze se vzristajicim f se zmenduje krivost spirdly.

kt

25. x = A+ Be ke :
nek, tj. napi. z polohy a rycholsti bodu v Case t = O.
’ .

kde A a 3 jcou konstanty, které se urci z pocéteénich podmi-

2. Dynamika hmotnédho bodu

l. Dvojim derivovdnim parametrickych rovanic (v pripadd f) pristoup! jests stano-

ven{ sloZek zrychlen{ dle vyrazd odvozenych v reseném prikled® 5, kap. 1)
ziskdme sloZky zrychlen{ a z nich vyndsobenim hmotou m slozky plsobfci sily:
a) P = F, = 0; 8tdld sfla nulové velikosti, b) P; = 2may; B, =2 ma,; stdld
sfla, c) P =2 may; P, = 6 n.,%, d) P, = -~ mala,? sin Wt; p_ = ~ma, LW cos wt;
centrdlni s{la, e) P =2 malw(cos Wt= - 2wt2 gyn wtz); P, = - 2ma, W,

2 1
. (8in wt? < 2wt2 coswt2), £) Pr = -malwz; Ff = Fz = 0; vzhledem k tomu,
Ze pohyb se dije v prostoru, nejednd se o centrélng{ silu.

2. Ne. Trenf mus{ byt schopno realizovat dostredivou sflu, neboli Vyraz fmg musi

byt v&ts{ nez mv2/R, aby smyk nenastal. Dosazenim ¢iselnych hodnot zjistime,
Ze v udaném pripads podminka nen{ spln¥na.

3. K prém&tu t{Ze do smdru vldknae pric¢teme radidlnf sloku zrychlend a, (viz re-
Seny priklad 5 kap. 1) vyndsobenou hmotou kyvadla m. Dostaneme

F = mg [cos (P, sin \V&/t t) +¢02 cos®\/g/f t].
4. a) S{la prendSend nit{ » = n (g + a), v zadaném pripad® a = g = 9,81 m/s?,
b) Pro sflu p¥endsenou nitf platf P = mfw? 4 tedy w = \/F/nl = 4,43 s7L,

5. Meximéln{ s{la, kterou t¥enf mus{ prenést P = wgm, tedy fmg = w'?mA a odtud
A = 4)9lcmo

6. Ty&{ 1 je prevdddna tahovd s{la T, =6 sinﬁ/sin (rx+/3), tyed m tlakovd sf-

la l‘m = G sin oG /sin (0<-+ﬁ).

7. Z podminky, Ze celkovd s{la pisobici na koul

1 mus{ byt nulovd g 2 geometrie
prikledu plynou rovnice T sin 7 =P cos (05/2) 5

P sin(e/2)+ G = T cos #; R/(R + ?) = sin (¢ + #),

které pouZitim vztanu F =
= 2P 8in(o%/2),ktery platf mezi p a P,

lze prevést na tvar
Tsinf ~Psinet = ¢

Tcosy’-rPcosoc = P+ G

RAR+?) = sin (oC+ #)

ReSenf{m t&chto rovnice dostdvéme sin P=RP/R+T) (F + G), dosazenim zaf

do posledn{ rovnice soustavy lze pak urdit o0 a nejsnéze z prvn{ rovnice sou~
stavy potom urdfime T. Ze zndmého OC 1ze uréit velikost p.

8. ZévaZ{ P o hmots 7,3 kg, potom T = 87,5 N.

9. fdst AC je stdle pod tlakovym naméhdén{m G\/;. Tato hodnota je takd maximaln’
hodnotou naméhéni, kters nastane v &dsti BE pro of = /e (tah), v casti sp

Prox = - T/4 (tah) a v &dsti BA pro ot = t T/2 (t1iak).

10. vy >\/exy/2, x, = 10 m,




110 d = 0'32 m. 3 X = vot = t \/”o/m’- y = - e E t?/zm’

12. v. = 21,8 ws, ® = 23%°30° zvolime-1i soustavu souradnou, jejf osa x mii{ ve SmEIU plivodniho pohybu

. - y

2 0 . elektronu, osa y ve smiru intenzity elektrického pole a pocétek je v mists
’ »

13. v, = 33 m/s, ¥ = 50°10°. Pro odhad, 2da koule projde trubicf, mbEeme dsex kde elektron vstupuje 6o elektrického pole.

dréhy uvnitf trubice nahradit oskuladn{ krufnici. Jeji polomsr R vVypolteme

z hodnot normdlového zrychleni a, a velikosti rychlosti v koule v trubici,
dle zndmého vztahu R = v2/an. Geometrickymi uvahami s uvéZenf{m prémiru koule ¢) Pro dhel o¢ mezi pivodnin smeren pobybu a sm&rem ponybn elextrom N

t&n{ kondenzdtoru platf tg oc = €El/?W,, odtud oC= 2%s5/

b) Vzddlenost @ = € 2{2/2mv§ = eEf2/4w° = 4,8 . 10-2 cm.

zjistime, Ze koule trubiel projde.

2 - = 2202 - -20
14. a) Resenim pohybové rovnice m ; = <-kN z{skdme pro dané poZdtein{ podminky a) w LS ‘e ¢ /4%, 2,3 . 10 J.
) at

t2/2m 8 = v2 m/2kN V uvedenych rovnicich je Vo Tychlost elektronu pri vstupu do kodenzdto-
X = vt - kN ; a%x ax ° Tu, m hmota elektronu, e néboj elektronu, W energie elektronu pfi opusting
b) Z pohybové rovnice m :1-1;—2 = = k 3% plyne kondenzétoru a t Sas,

19. &) Elektron se bude pohybovat PO kruZnieci o poloméru R = mv/eB.

b} & = R(1-\/1 -¢2/5?),

¢) sin o0 = /R,

x = (mv /k) (1~ o‘kt/'); s = mv /k

d°x dx, 2
¢) 2 pohybové rovnice m —:5 = = k(ﬁ) plyne
(m/k) 1In (1 + kv t/m); s nemé kone&nou hodnotu.

X = v /x d) nezmin{ se.
-V,
d) Z pohybové rovnice m ®T = ~ke 1 dostévéme
R - o
(k2 ) L-(k t/kym - e"o/kl) 1in (e"o/kl - kt/mkl) - 20. Je nutné,ast,c:ellt:ov_a> si}: plisobici na elektron F = e;.;"+ e(Tx B) byla rovna
X = 1 m/ 1 v /i nule, Tegz E = ~(v xEl, 2 ¢ehoZ plyne, ze magnetickeé jnaukce ?musi byt
- xt/ay (v /i) 8 1] kolmd k E, jejl sloZka B do sméru kolmého k vV mi velikost B, = gy =
- § —
"o/kl = 6,4 . 10 > Wb/m2 a vektory v poradf E, By, ?tvoi’*i pravotocivy systénm,
e = (gwk) [(vo - k) e + x]
1 o ?1l. a) a, = = ( ~m,) g/ ( )i = ) (
dzr(»‘ ‘dai/é‘.‘ - ’1. 1= 8 = (m m,) g m o+ my); T o= ml(g-a, = m, (g+ a) =
' vnice stiely jem —5- = §Sp X = 5be = ,
15. Pohybové rovnic y i 352 PO ax dv = 2mm, g/(my + m,)
Pri jejim Fesenf pouZijeme vztahu a = TR B) a; = 2a. = (anm om. ) ( )
a dostaneme mvav = {Sp,a%¥/x%* - sb)dax. 0dtud integract a dosazentm podminky "7 T2 T M T 2m) e/ Gamy T2t T dmmag / Gamy s m)
v =0pFfi x=4d plyne pro rychlost Kladné hodnoty zrychlent odpovidajf pifpadim, kdy hmota my kleséd g hmo-

- - ta m, stoupd.
v =\/28p°dx (xt x_ at x)/ (1 - 2)m+ 25b(d - x) / m 2

. 22+ Ozna¢ime~1i a, zrychlens hmoty m., méme
Dosadime-1i do vy¥razu pro v za x délku hlavné f, dostaneme rychlost strely i 2Ty y my,

B = 2(my + m3) sina

pFi opustin{ hlavni. 81 = 82 = 8y/2 = 4(m, + m) + m &
4 34v _ -0)y3 - *v plyne s uvédZenim N 2 3’ 1

16. 2 pohybové rovnice —=T 0,1’ g3 = 4%(O, - 0)r® g/3 - 627 2v plyn Naméhén{ vléken jsou

poédte&n{ podminky (4 + 2 sin o) my (m, 4 m,)

2 2 T = 2 M = 1 2 3
2r°(Qx -9)g (1 - ¢797 t/22€Q i 1 © T2 m + 4(m, + m,) €
5 2
2. . =
a z podminky (1 - e 90T/2r°Qyy _ 99/100 dostdvéme Ty = my (@ sines 83)
T = 1,02 r2 O/ - Zrychlen{ jsou kladné, klesd-1i hmota m, .
2
. = r % otétednich podmi-

17. Pohybové rovnice mé tvar 267 at2 2x6g. 2 ni pri uvdieni p P ?3. Vodorovnd sloZks sfly P. = - my m, g (cos 2) / (ml + m,) l

nek plyne ) 2 > i

Svisld sloZka sfly Ff = -m m g (1+ sin 206) / (my 4 m.) |
Vi - \/ \/ \ / 1 %» - 2/
- v /g (e 8/£t - @ yft) / 2 = Vo {/8 Bh g/‘( to ” 73 s l X )
x o \@ Za kladny pokldddme smar zleva doprava a zdols nahoru (viz gbr, 2,17).
\ / 2
Odtud lze vypotist rychlost v = 8('* v .
v k ° 24. SloZka pohybové rovnice ve sm&ru voaorovném mg tvar (M + m) a, = op,

18. a) Elektron (neboj oznacime e) se bude pohybovat po parabolické drdze, jeji{ kde T je oznaceno napsts Ve vlaknu a a, spolecné 2rychleni rimu M g hmoty m.

parametrické rovnice jsou SloZka pohybové rovnice télesa nmoty m ve smary SVislém ma tvar m g = mg - T.
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@ = a2 2= \fatu + 5m) / 2me.

G = sinot -
25, Je=11 £, > £_, télesa se pohybuji se spoleénym zrych%enim : ) f;oaoo)/(m s
(£ym +lf.,m ) g fecoset) / (ml + mz), efla T = mm,g (f; 2 { s(smw}
Jelli £ <% , pohybuj{ se tZlesa samostatnZ se zrychlenimi &;
- 1 2 ‘
- £, cosx), a, = glsin 00~ £, cos o),

N

1

26. podle vzéjemného poméru velikost{ f;, f, a ¥g o6 rozlisime piipady ]
"~ L4 i m
a) tgos >1f 21,3 potom a; = & [sin o~ £ cos OC+ m, (f2 fl)(eos )/ml

I ¥ = 8,
a, = g(sin o - £, cos «). V priped? £, = £, Je zfejmd & 2

e pohybuji jeko jeden celek se
b) tgo >fl, f2 >f1; potom deska a hranql se pohy
spoleénym zrychlenim

e~ tg o< nebo
a; = a, =8 (sinoc = £, cos &), bez ohledu na to, je-li f,>1g

]< 00. 1 = S hybuje v pri=-
¢) £, >>tgo; potom deska se nepohybuje {(a; = 0) & hram))l se pohybuj X
= - s vV pripe
pad & f2 < tg ¢ se zrychlenim ay g(sin oG f2 cos «C), F{peads
£, S>tgoc se ani hranol nepohybuje (a, = 0).

27. 2 pohybovych rovanic klinu

- oC - £ T cos o
ml al = mlg T sin
t&lesa
m, 32 = TecosoX -~ £ T sin®C

a geometrického vztahu a, = aj tgocdostaneme
m; g (cosoC - £ sin oC)

a, = - =
! (sinoC + £ cosX) m, 8¢+ m (cos ¢~ £ sinoc)
m oy g 8in o
T m, sin <{sinoc + £ cos &) + my cos oC (cos e = £ sinec)
ke 4] 'y .
a. - & tgoc; N = T cos OC.

Pohyb se neuskutecni, kdyZ f Z=cotgoC.

et n, wde
28. Ano. Chceme=1i obnovit rovnovdhu, musime na t¢ stran& rovnoramennycl vah,
neni{ kladka, ubrat zévaZ{ o hmot&

2
n o= (ml-m?) /(m1+m2).
«< g/w?f; T = mw?f{w je Ghlové rychlost otddent). JelikoZ .
2. cos = s : ’ . "
’ cos oC zdvisi na délce zdvésu, nebudou v pripad® zndzorn&ném na obr. 2,16 n

18l leZet v jedné primce.

30. £ = 0,56 s-1,
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31. Bod se bude pohybovat PO povrchu koule aZ do m./sta,
sméru polom&ru bude prévs stacit realizovst dost
ny bod pohybujicf se po kruZnici polomdrem R a 4
Z prév& vyslovené podminky stenovime mfsto odtr:
kdyZ rychlost v m{stX odtrZen{ uréf{me z podminky
énergie hmotného bodu pii uvaZovaném pohybu.

Vzddlenost D = f,, (202 + 55 = 14,6 om.

kde sloZkas tlhové sfly do
red .vou sily ptsobic{ na hmot-
dle bude konat 5ikmy vrh,

en{ hmotného bodu og koule,

zachovan{ celkov¢ me chanické

3%. lmax >1 >lmin’ kde lmax z{skdme Fesonim rovnice

2 _ } 2.2
lmax B,w” = mg+ Py + foV“’Hg + Fo)(mlg +F, o+ 2m,g) + mgliaxw 4
al mpin Ye8%enim rovnice .
~ —
2 _ - - 2.2
lmin mw" = meg-=F, fo\/“nlg - Fo)(m'l8 - F, + 2m2g) * mZ]'min"U ¢

(?,iselné: 0,187 m >1 > 0,113 m.

Yroret re zjednodus{ vypustime-1i rod od 1 .

e 1o y V¥ €-11 ped odmoeninoy Eleny F & pro zbylé ¢leny
F7a.1 " .: ‘proximece

ml’mé - »mj) g’ + mg 12wt 2 2 my(m, + m2) 32.

kt~rou zi{:vdme, predpokléddme~:ti rovp-g* mE = m, 1w?, Tato rovnost nenf,
uvazi;-me-li viiv tr:n{. presr& [ins . Pro ~de zadané ¢fselné hodnoty se
v3ak pribliZné a pr ¢ .ex - { s’ p uze v jedrotkden milimetrs.

33. Zryc:len’ a’ t lesa hmsl - mo vie: sou te. & -oubedné srjaté s kladkou K, Je
a’ : (m? - m3) (g + a;’ / (;2 + m3). “"nto vysledek acstarcme zpGsobem shod-~
nfm s Yedenim ulohy 2la. uvd¥ime~li, Ze Vv neinercidlr{ soustavd musime krom&
tiZe uvaZovat jests zddnlivou s{lu ma; (al pokladdme za kiadné, klesd-14 t&-

leso hmoty ml). Pro namdhén{ vldkna ’1‘2 dostévdme
T2 = ng + mgal - m2a .

PouZijeme-1i vztahu platného v inercialni soustav® souradné m

& z geometrie soustavy ziejmfho vztshu T

odvozenych vztahg

18 = m8 = 1)
1= 21‘2, dostavdme ;o dosazeng dr¥{ve

ml(m2 + m3) - 4m:,m3
ml(m2 + m3y + 4m2m

8, = g
Dédle plat{ a, = a” - a,, a. =

3
1 3= -8 - a; (kladnou hodnotu a
ru t’'ze) a

27 a3 v:1{ime ve sm&-

8mlm2m3 &

O
; 4mgm3 + ml(m? + ug)'

418 €08 OC - myg - ir 06 '
n, coOSX + m, sin OC

Klednd hodnota sfly odpov{idd
(viz obr. 2,12).

34. Silou P = M Tyovom

b
-~

vodorovnému psobe { ve sm&ru zlevs dcp ava

35. a = mg(sin 2C) / 2 (M » m sin?OC)

Ravod: Vypoditejte zrychleni a° pohybu t&lesa hmoty m po nakloniné roving
v soustavd soufadné spjaté s t&lesem hmoty M; a°

= g sinoC 4 a8, cos&&, Z pog-
ninky, Ze

hmotny stred soustavy md nulov< zrychleni, dostdévéme 4

ruhy vztah me-
21 nezndmymi a”, ay; a = (M a

x * B a) / mcos X Porovninim obou virazfi pro
& dostaneme shora uvedeny wysledek (ay, = a),
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39.

40.

36.

3€.

Téleso se bude pohybovat smirem vzhiiru po nakloniné roving se zrychlenim a

1 =
= a cos 30° - g sin 30° = 1,16 m/s°.

37. a) Zrychleni a = 2,3 m/s2 mé smér tiZe.

b) Zrychlenf a = 2,4 m/s” mé smér opainy nei je smér tiZe.

¢) Zrychleni vytahu je rovno tihovému zrychleni g.

d) Zrychleni vytahu a = 12 xn/s2 mii{ ve smdru ti{Ze a je v&ti{ neZ tihové
zrychlen{ g.

Pohybové rovnice hmotného bodu v neinercidln{ soustavd souiadné spjaté se ze-
n{ md tvar
- = — —>

ma = mE:+m(WXr)x W+ 2m (v x W),

— ’ . ¢x v "
kde W je uhlové rychlost otdéeni zemi, ?polohovy vektor bodu vzhledem ke
stfedu zems, ?zrychleni a ?rychlost bodu. Zrychleni E: Jje tihové zrychlen{
spjaté &istd s gravitaénim pfisobenim zem¥. T{hové zrychleni g mérené v daném

mist® dostaneme, kdyZ k —g—; pricteme odstredivé zrychleni, neboli
—

— —
g = E: + (W x ;3 x W
a tento vektor ?udévé sm&r kolmice. Odchylku od kolmice zpfsobuje pouze
Coriolisova sfla 2m (v x 27)’), které pro reseny pifklad sméruje k vychodu.
SloZka pchybové rovnice do vychodnfho smdru (souradnici oznacime x) je pro ze-
mépisnou s3itku ¥

2
d-x

m_” = gmvwcosf-

dt-
Za velikost rychlosti v dosadime hodnotu odpovidajfc{ volnému pddu v = gt
a po integraci dostaneme x = g t3w(cos }”) / 3. Pro hledanou odchylku a po
dosazen{ doby T = \/2h/g pddu z vyse h dostaneme d =
= 1,4 cm. (V uvedeném vypodtu zanedbdme efekty druhéhc radu, které souvisi se
zm&nou rychlosti v v prdbshu pddu zphsobenou Coriolisovou silou.)

F/6 = 2vw(sinf) /g = 3,2 . 1074,

T = 24/sin hodin. Vy§sledek dostaneme, uvdZime-1i, Ze pro otdcend roviny
kmitu je rozhodujici radidlnf slozka | Uhlové rychlosti & otddeni zemy;

w, = Wsin f+ Podrobn#ji muZeme vysetrovat pohyb kyvadle, napi3eme-1i po-

hybovou rovnici pro hmotny bod m kyvadla v soustavé souradné spjaté se zem:

— — — —

ma = -~mgr/l+ 2m(vxcw).

Zde _z?znaéi vektor vedeny ve vodorovnf rovin® od rovnovéiné polohy hmotného
bodu k mi{stu, kde se bod nachde{ (pro malé kyvy prevéddime vysetrovani pohybu
do vodorovné roviny), ?je zrychleni, ?rychlost hmotného bodu a £ délka ky-

vadla. Zvolime-1i osu X, severnim smirem, osu x, zépadnim smdrem a osu Xy pro-
ti sm¥ru tiZe, miZeme pohybovou rovnici rozepsat:
dle dx,
= - —_— U
2 g xl/l + 2 33 sin 7

2 V2 832w (cos P)/3 Ve =

41.

Ciselns: 7 =

Provedeme~]4 transformaci do soust

9 avy fi)

kterd se otdal
1 = Wsin¥f posé1 o8y X, vici soustavs x Setovoa Tyeklosst

i

xl = fl co9 wlt + ;2 8in wl
x, = -jl 8in wl*s + ;2 ces wl t,

dostaneme pro fl a 552 rovnice

t

=i 2
poc;) +(wl+g/f)§l = 0;

dy kfvat ss stdioy rovin

vou rychlostf wl =

D =M/ (x - n),

Eyvadlo mfZe te-
0u kyvu v soustav® soufadné ;1, kterd se 0t48f hio-

“Wsin # vi¥1 soustavs spjaté se zemf,

2 hydrodynamickych dvah (Bern
idedlnf kapalinu odvodit, Ze
dle vzorce M = ¢ + Bt + 242

oulliova rovnice + rovanice kontinuity) lze pro
hmota M nddoby s vodou bude 2z
& doba, za kterouy viec
T o= \/2upt - a4y /g4,

Ve vyraze pro y Jsme uZili oznasen{ A= +9fD2d4g / 8(pt
= ~(0X'D%2%/ 4) \/ogn / (p* -
Zeme pro Zrychlend nddoby psdt
uréime integrovénim [(B2

dviset na Gase t
hna kapaling vytede, bude

: -dY, B -
d)ac=lo«fplc’HD2/4.
a=PRI{(C+ Bt + Atz);
- 4AC) << 0]

T

T
v(T) =faat=f O

0 0 At2+Bt+c

S timto oZnaienim mg-~
rychlost nddoby v %gse T

2 P 2AT + B

————— arctg ————— ___ B |
- arctg ~—————
Ve ac - 52 [ V4 ac - 82 ¢ .

ol

4 AC - B-

]

45 8; a(T) = 1 m/s2, v(?) = 10,2 n/s,

"
d “Xn

at”

dxj
- g x2/1 + 235

W sin ¢




3. 0dvozené mechanické veliéd&in y

1. Tuhost pruZiny k 3 2.103 §/m.

A =/kxdx = xl2/2 = 2,5 .
0

2. Odhad lze provést tak, %e zanedbdme deformadni 8ily vznikajfci p¥i podkasdvé-
n{ plachty. Po¥{téme prdci vynaloZenou na vyzdviZen{ hmoty celé plachty do vy

3e rédhna.
a
A = (ms/a)/ xdx = mg a/2 £ 24.102 J
0

3.8 = 702 Pg/GVv = 5,04 m/s2.

4. Bg = mv/2 = 4050 g
P = Y8l kW
12 £ 270 kW
5T = Pp/27rf 2 1T7,5N
4v/5 .
6. A =/ (G-FA)dx £ 2,5.10% g
0
G = 4vx’r2§)g/5, FA = 4(v-x)frzpy5

G je véha béje,
P Je hustota vody (p 2 103 kg/m3),
FA Jje archimedovsky vztlak.

7. Prirtstek kinetické energie sdn&k po sjet{ s kopce
( )
Afg = (meh - mg g b.0).

Tato energie se spctrebuje v rovinném useku dréhy na préci vynaloZenou k pre~
konén{ t¥eni.

ZSEK = f.mg.zf

mgh (1 - £/tgxX) = mg £€

f = h.tgx/(Ctgec+ b) 2 0,096

8. Kdmen padd s vfe h = gt2/2. Ve vy51i h/2 je jeho EK =E, poloZime~1i Ep =0
pro h = Q.
mv§/2 = mgh/2 = 48,1 J.
9. Jednotky rychlosti, sfly a vykonu by ztistaly beze zmeny. Zrychlend by mélo

Jednotku n-krdte menk{, préce, hybnost, impuls sily by m&ly jednotky n-krdte
vEt3{, moment setrvadnosti n3-kréte ve&ts{, tlak n2-kréte mens{ a podobn¥ pro

ostatn{ veli&iny.
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10. ProtoZe h<¢R (R = 6370 km je polomsr Zem&), mi¥eme psdt, e
A= wv%2 4 mgh £ 32,3105 yours ¢ 8.10% ca1.

= = r 2
11. my A%f = 5 L(mv2 - mvf)/z + Fp .f] /§> 2 0,06 kg
4 Je celkovd préce vVykonand motorem.

12. Prdce vykonand atletem p¥i ka¥dém vrhu je rovnas kinetické energii EK’ kterou
atlet u 1 = 2
d81l{ vrhanému nd¥ad{. By = mvg/2, kde Vo Je po¢dtedn{ rychlost néra-

di. Tuto ryechlost u &1 | ')
r? réime ze zakogﬁ 8ikmého vrhy v, = \/3{2 / (€ + n). Préce
vykonand p¥i kaidém vrhu A = mgt /2(€+ n).
Po dosazeni a) A, = 647 g,
b) Ab 600 J,
c) A, = 360 4.

13. V koZdém bogs drdhy je soudet kinetické g rotencidlng énergie konstantn{
proto nap¥. mus{ platit, Ze ’

mgh = mg 2r + mv2/2,

(v je rychlost v nejvyssim bod® kruhovd dréhy. )
V tomto b0d& na vozik plisobf 8fla P = mv2/r a véha G = ng,
Aby se vozik udrZfel na drdze, mus{ platit

v2/r >g.

14. Automobil se s kopce pohybuje rovnomdrnym primodarym pohybem. Pak s{lg treni
Pp = G.sinol. V nedem prfpadé sin oC = 0,04. Jede-1i automobil go kopce, pa-
sobf proti smru pohybu sfla P = FT + G sincX = 2 g 8in oc. '
Vykon motoru p = p.v = 12.103 We

15. a) §: = (127 + 365§- 54£§ Newtong.
DB = To/m o= (12T 36 - 54 ) el
¢) By, we /2 = 7 Jouls.
d):TEK = ?:?: = 186 W.

16. Provedeme rozvoj v Taylorovu Fadu v okolf bodu t = (. Omezime-1i ge na prvn{
dva ¢leny, dostaneme tyto pribliznd hodnoty: ’

-, : > g
_ P >

TIPS 000 & VULt = (2,12 T 3,36 T 1,54 §) n/s
- . > -~

Eg(t = 0,01) = (mvs/2) + FoVort = 8,864

17. Vyjdeme ze zskona zachovén{ energie. Gelkovg mechanickd energie 1oqi 0 vy~
stupu 2z atmosféry, ve vzdélenosti R o4 stredu Zems Ep Jje rovna celko;épme i -
nické energii ve vzddlenosti r og stledu Zems § . odizd (mvz/z) - (mv? -
= (& Mn/R) - (2 Mn/1), il ° e

& Jo gravita®n{ konstanta, M je hmota Zems. R = 6500 km

v = vZ - (2zM/m)(1 - R
r ’
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e

ale 22 M/R = vi, kde v, Je 2. kosmickd rychlost, nebot R 2 R, (n‘ polomsr Ze~
o). Potom v £ 4,8 km/s.

18. Prirfistek kinetické energie AEK je roven préci vndjsich eil.

ARy = A-Tp.s A3K=(mv§-mvi)/2
A = 59,5 Joult.

kx4

19- Ep = 4 .
20. a) P¥{rfistek kinetické gnergie 8e rovnd prdci vn&jsich sil.

mv2/2 = / (2 + 62) az a odtud v = 10 m/s
0
) P = ma
a = (2+6°% /2,4 = 15,8 n/s?
)P = P.v = 380 W

21. a) Integrac{ pohybové rovnice dostaneme vztah pro rychlost

ma = 2+ 61t
v = (2t/m) + (6t2/2m) = 60 m/s
b) a (2 + 6t)/m = 19 m/s®
e) P = F.v = 2,28 kW

22. T8%215t& kabelu je v rovnovédiném stavu ve vzddlenosti -f/4 od tyce. V okamZiku,

kdy koncovy bod kabelu opoudt{ ty¥, je t82i&ts ve vzddlenosti /2 od tyle.
Ze zékona zachovdn{ mechanické energie dostaneme mg£/4 = mv2/2 ‘a 2 toho

v = \/egt/a.

23. Za dobu 4t dopadne na desku element vldkna, jehoZ hmota dm = Qdx, kde O je hmo-

ta pFipadajfc{ na jednotkovou délku vldkna. Tento element p¥i dopadu na desim
ztrée{ hybnost d(m v) = B, dt. P, = 0v2, kde v je rychlost dopadu tohoto ele-
mentu. Rychlost v uriime ze vztahu pro rychlost volného pddu s vyze X; V=

= \/Eg—x. Pak P = 2pex. Na stil pisobi po dobu pédu sfla P = Pp+ G =

=20e&x + ng = 3Gy, kde Gy je véha &dsti vlidkna jiZ na st@l dopadlého.

— - — -
24. Ve vy3i h nad zem{ bude H = m (vxi + vyj + vzk), kde v_, vy, v, Jsou sloZky

rychlosti Vmiée, ve vy3i h nad zem{.

Ve = Y cos 00, vy = v, sin X - gt,

t uréime ze vztahu h = Vo 8in ot - gt2/2. Pro—ﬁ}dostaneme dvé redeni

_IE; = (671 + 4,25 33 kg m/s
B, = (61 -4,257) kg u/s
i‘i je hybnost mfde ve v§si h = 5 m p#i letu miSe vzhfiru,

T{‘; je Jeho hybnost ve stejné vysi pFi klesdn{ mide.

25. Kinetickd energie t¥lesa ve v¥3i h nad zemf

= 2 -
By = mv /2 + mg(H - h)
Potencidlni energie t&lesa ve stejné vysi h
EP = mg h+ C
Zvolime-11 Ep = O pro h=20, je ¢ = 0.

Celkovd mechanické energie t&lesa
E = mg H+ mv2/2
je po dobu vrhu konstantn{.

- 112 -

1.

4.

4. Harmonicecky pohyb

P¥i vychyleni z rovnovaZného stavu zacne na rtuf pisobit sfla P = ~20& Sx, kde
x je vychylka hladiny z rovnovazného stavu. Oznadéime k = 2 Q &5. Pak T =
=27 \/m/k = 2![’\/m/2() & = 0,77 s.

S{la, kterou pasobi pfst na hiidel v mrtvém bodd,
P = 2(72)2 noa £ 31,36 N .
Po ud¥len{ malého svislého impulsu zadne hustomér vykondvat harmonicky pohyb.
Na hustom&r phsobf vnijs{ sfla F = -Jf(d/2)2§3 gX, kde x je okamiité vyichylka
z rovnovdiné polohy.
Doba kmitu 7 = ~4.\/XR
d 08
x) = Asin Wt (W, t) = 7 rad 2= 401,1°
t 20,35 8
X, = Asin Wyt (w,t) = 17,35 raa 2 421,1°
t 0,35 s
(x2 - xl) 2 2,18 cm
t =0,358
Vzdjemné rychlost v = g~ %4 = a (wzcos Wyt - W;cos W, t)
Vi £ 0,358 =50
T¢leso bude vykondvat harmonické kmity s rovnovéznou polohou ve stredu Zemd
a periodou T = 2.%/w = 21\/R/g .
Doba t = T/4 = 1250 s.
Aby byla nit napjata, mus{ bft bdhem celého pohybu splnéna nerovnost mg > kx.
Odtud dostdvéme a = % £ 1,96 cm.
Vysledny pohyb je harmonicky kmit s amplitudou
. [.2. .2 - ] 172
a [al *+ &, + 28ja8, cos (X, 001) .
Pézovd konstenta tohoto kmitu o jo déns vztahem
ay8inoG, + a,sine
tgoc = 1 1 2 2
a] co8 X + a,c08s 062
8{selns
a = 10,8 cm, tgX 2 1,54, < & 579,

8. Okam¥itd vychylka v§sledného kmitu je déna vztahem

Wy =W
1 e Wy + W
x = 2a1cos( > t--—-—2) cos(————-—-l > 2t+__°;’)

= 0,4 cos (t/2 =-/2) cos (99,5 +4/2) em
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10.

11.

12.

13.

14.

-1 rézé
Jde o pFi{pad rdzu s kruhovou frekvenci kmitd W, = 99,58 " a frekve::civ sed
f (1/2%) s~L. Pézové konstanta o¢ z4visi na fézovém posunut{ kmitg a
s: t = 0, které nebylo udédno.

9. a) Rovnice vy¥sledné drédhy je rovmnice elipsy

2
x y 2 xy cos (&, ~ K.Y = Binz(“'z‘o(’l)
+ 2 " a8 2 1
1 2

kde x je okamZitd vychylka jednoho kmitu,
itd vychylka kmitu druhého. . _
T e ok o hizdilu (o€, ~ ©4,) fdzovych konstant jednotlivfch kmi
Tvar dréhy zdvis{ na r 2 1
th.

7 = tudou a =
" b) Vfslednym pohybem je harmonicky kmit po p¥i{mce y = x s ampli

= 2V2—cmo

f cel Znici
) Vyslednym pohybem je pohyb ve sm&ru oté¥eni hodinovych ru¥itek po kruin
c
0 polom&ru r = 2 cm.

Pozndmka: Zndzornéte si graficky Fedeni{ pro r&izné rozd{ly fdzovych kon-
stant.

F = ms-mawzcosiut =
Ww = 2T/T = 68 .

22 .1072 m. PFi
Z podminky F = O plyne, Ze mezn{ amplituda a, = 8/w* = 27,25 Z:Saﬁ e
téio amplitudé se tlak zdvaZ{ v hornim bod¥& drdhy rovnéd nule.
skekovat od desky p¥i amplituddch a > ap.

(4905 ~ 180 a cos 6t) dyn.

i vy tand od
ZévaZ{ bude vykondvat harmonicky pohyb. OkamZité vychylka zéva¥{ poditan
konce nezat{Zené pruZiny

(6/k) (1 - coe Vkg/G . t)

Kyvadlo mohu povaZovat za matematické kyvadlo s d?bou :mi::_g.' =
Logeritmicky dekrement utlumu A = (1n A /A).T/t 2 7,6. .

X =

2’ V4 /6.

Amplituda vynucenych kmitd

Po/m
i V2 /22 - w2] 2+ pPw2?
kde w je frekvence vynucujici sily.
Amplituda a nabyvé maximdélni hodnoty ap =

0,18 m
2 _ op?
p¥i rezonandni frekvenci W, = \/(2x/r°) 2b

5,7 8% .

Stupen vazby X = (w2 - wl) / (w2 + wg ,

3.

4. Dle III. Keplerova zdkona T2

5. Zyychlen{ je 8y =

dosadit energii E = mv
nety. Vztahy pro whel
du planety rn

1

2.

Dostiedivé zrychlent Je vyvolédno pritaZlivou s
4x'%r7%g . % M,R"2;

R - vzddlenost od stiredu Zems.,

S

m) k = 472/ (2y).

5. Véeobecnj

\/‘ aEMZ/RZ = 7,9 kn/s.

b) Ze zd4kona o zachovénf energie v

€ravitagcgnig Zdkon

.a)vI =

I = \/22!2/32 = 11,2 km/s,

Kdy% opust{i oblast zemské pi-itazlivosti,
vektorem ?(poéa’tek ve stredu Slunce) pou
Opisuje neuzavienou k¥ivku, je-1i jeho en

pohybuje se t&leso hmoty m s radius~

%€ Vv gravitaénim polj Slunce.
ergie
2 Msm

T =0
—

Rychlost ¥ = 7:_ : z Je ob&3nd rychlost Zem
¥¢lesa vzhledem k Zemi. Nejmens{ velikost ];:_l,

L

€ a ;: relativafl rychlost
pro kterou lze splnit nerov-

M
nost, se dostane, ma:ji-li-v?z av, 28k

0] A » —> -
r Stejny sm¥r: lvrl = o
= 27( \/-5 -1). rzs/'.l‘z (TZ je ob&Zné doba zems). Odrovidajici rychlost na po-

Mzm
vrchu Zemd se zfskg ze Zachovéan! energie: - mv2 %2 = — m[\_r)lg
ted 2 III R, 2 r
edy

-;Zlg

2xM, 1
Virr = '—R'-z—+4]f2(\/—2_-1)2 rgs-'gé— = 16,7 km/s
Z

ilou Zems:

s T ~ doba ob&hu, 7 = 3 hv&z¢ay den =

365
382 - 24 hodin,
Tedy vyjska R - R, = 3\/36!\12!!32(27!3‘)-2 - B,

35,8 . 103 km.

=

= k.s3, kde stiedn{ vzddlenost od stiedu Zemd
300)) km. Konstants (stanovend tieb
Tedy T = 5480 s = 99 min 40 s.

/5, sriton zugs -

2's
4 NP

2 g2
B Tp

1
= (6370 * 5 (1200 + 8 pro kruhovou drg-

412 'T;2. Tedy

3'75 ) mue-a

= 2 resSen{ Keplerova problému) je treba
5/2 a plodnou rychlost x/»

asymptot #= 2 ayccos 1/€
=p/(1l +&) 1ze upravit:

v_o.a/z sondy daleko od pla-
a minimdlni vzddlenost od stre-




7.

90

10.

11.

i

f 2 My a cos -
te 5= = 2 m = @
a vO 1l + sin 7

V¥sledek:; ¥ = v1%; r = 6310 k.

Podle vysledku releného prikladu 1. plsobl v obou pifpadech (jak v gravitai-
nim poli homogennf koule, tak v poli hmotného bodu) na zbylou scustavu hmot-
nych t&les stejnd s{la ¥. Podle principu skce a reskce, ktery je pro gravi-
tadni sily z¥ejm¥ splnén, pisobl tedy jak na homogenni kouli, tek na hmotny
bod sfla - F.

Vrstvu V omezujf roviny z = a, z = a + h (h >0 tloustka vrstvy).

a+h o0 21
/‘I’z Zo
E, = J 3 XPrafdraz = 889/_/ (£2 4 z2)3/2 aPar az =
v ¥ §00
eth -z @ '.’ | aj+h
= 2Jrae§>/ [——-——-—- @z = 2% ||z
\/1-2 + 22 z=8
a r=0
Tedy
E,=2 T*Qh pro a =0
2X%Q . (h + 28) pro ~h<a <0
-2r2gh pro a< -h

Srovnej oviem poznémku k FeSenému p¥{kladu l. Integrdlni vyjédieni potencid-
lu diverguje.

s{la odpovidajici{ pi{vaZfku je rovnd &tyindsobku pritazlivé sfly mezi jednou
rtufdvou koul{ a zdf: glm = 8A7¢hm.
2 toho by plynulo @ = 6,5 . 10 +1mikg tsec™?.

’ : xlm s ’ ~
s{la mezi Kl a Kl (o velikosti —d§-)se silou mezi K2 a8 K2 tvor{ silovou dvo-

&Mm R e Mm
jici s momentem . 2a. Podobn¥ sila mezi K; a K {(velikost —————— ) se
a2 2 482 + @°

silou mezi K2 a Kl tvor{ silovou dvojici s momentem

22M ma d

2 2
48~ +d \/432+d2

kterd stda{ zdévds opadnym smirem. Celkovy moment

& Mma 482 -3/2
1 -(1+=—) = k.
N S L
Z toho €= 6,75 . 10 113 kg-lsec-2.
& Mg 2 2
M&, B = -grad V_ , V_ = (- 2x2 z2)
9 ﬂz gra 5 s 21‘28 X"+ y ¢

P¥ibereme-11i potencidl Vi z prikledu 11l., zméni se podminka pvodni ekvipo-
tencidly Vg(r) = ¢, spln&né pro r = R,, na vztah Vg( r) + V5 = C. Zde Vg(r)
je gravitadn{ potencidl Zem&, z&avisly pouze na vzddlenosti od zemského stie-
du. V blfzkosti zemského povrchu (r = R ) lze psdt Vg(l’tz + h) = Vg(RZ) + g.h
Vyiska nové ekvipotencidly ned povrchem h = r - R, je tedy h = -V /&

V bodech T = (% R,, 0, 0) (p¥esnd by mlo byt r = (* [R, + k], 0,0),

- 116 =~

2

le h ie vy ; . o '

a <<Rz) Je vyska maximslni; Bpoyx = 3 2 » V bodech v roving yz (napi'.

zZs g

T = (0,tR, 0) & * Zisy

» “ R,y 0) 81 (0, 0, * R,)) je vytka minimdlnf: h_, = - —-S°%

min 212 g

=Tzs

S 2

a uZijeme III Keplerova zdkona ve tvaru 47°2 p-2
z

= &us3 -
doba Zem& kolem Slunce.) Je pak 595 + (T7 Je ob¥ind

h - n _ st
max min © 5=« By = 0,246 m.
gT,

13. Pom&r slapovych sil je dén pomérem ciniteld p¥red zdvorkou v (3) v prikladu
refeném 2 (r, je vzddlenost M&sice od Zems)

e -3
¥, Tom

-3
Mg T3

Dosadime stiedn{ vzddlenosti a uZujeme III Kepleriv zdkon jako v uloze 12;
pro ob&h Més{ce plati{ ve tvaru ’

 2p=2 -
44 'Im = %(Mz + Mm) sz%

Uvedeny pom¥r lze tedy upravit na

1 (Tz)2
—, = 2.1
1+EZ- Tm &

Yo

Phsoben{ M&sfce je tedy 2,17 krdt §iln&js{ neZ sluneéni. Skléadaji-1i se ted
oba vlivy, méla by byt vyska piflivu (2,7 + 1)krét véts{ nez pisobenim gg f
ného Slunce, tedy 0,78 m; odé{taj{~1i se, bude (2,17-1) krdt vitss tedy o
0,28 m. Je zndmo, Ze vyika pi{livu na nékterych mistech dosahuje ;é des{tk
metrd. Tento nesouhlas souvis{ zejména s neplatnosti p¥edpokladd b) !

y C)o




6.2 é8kladnf{ Wlohy mechaniky soustav

hmotnyech bodd a tuhého t&1lesa

1. Zvolime~1i soustavu soufadnou s poddtkem v bod¥ o hmotd m, 8 osou x mi¥{ci do

bodu m, a osou y do bodu By mé hmotny stied soufadnice

xg = (m2+m3)a/m = 10 cm,

14 om,

yg = (my + m) o/m
kde

2. Hmotn} st¥ed le%{ v geometrickém t&Zi3ti trojuhelnika, tj. ve vzddlenosti
a\/37/6 = 5,77 cm od ka%¥dé strany trojuhelnika.

3. V soufadné soustavd, kterd je nakreslena na obrézku 6,7, mdé hmotny stied sou-

¥adnice
xs = 1 cm
ys = -0’715 CHle

4. HEmotny st¥ed tyle leXf ve 2/3 délky ty&e bli%e ke konci s v&t¥{ hmstotou.

5. Zvolime~1i soufadnou soustavu tak, jak je nakresleno na obr. 6,8, je poloha
hmotného estifedu ddna soufadnicemi

g = R/6 = 1,67 cm; yg = O

6. Vesméme tu &4st koule x2 + y2 + %2 _5-_112, kterd le%{ v poloprostoru x >0. Dvé
souradnice hmotného st¥edu, yg a &g, jsou z ddvodd symetrie nulové. Oznalime-
11 8(£) = M(R2 - £2) plochu Fesu, ve které protiné polokouli rovina x =£a
dV element objemu, miiZeme po vykrdoceni{ konstantn{ hustotou @ psdét pro x-ovou

soufadnici hmotného stiedu

R
f x S(x) dx
X = fxdv - 2 = 3R/8.
5 Sav 2TR3/3

7. Zvolime soufadnou soustavu tak, Ze kouli omezuje plocha x2 4 yz +22 = 22,

olov¥né polokoule je v poloprostoru x >0, cinovd v x << 0. Souradnice ¥gr g
Jsou op&t z dfivodd symetrie nulové. Je-1li objem koule V, je hmota prvni polo-

koule M; = ¢, V/2, hmota druhé polokoule M, = 92 V/2. Dle definice hmotné-

ho stfedu Jje

(@, V/2) =~ (P, v/2)
= (38/8) (@, - ) / (9 + f,) = 0,166 om.

xg = (x1l1 + lez)/(:l“ + 12) =

- 118 ~

fedu jsme symbolem X, ozna-
2 hmotny stied cinové polo-

8. V soustavs soufadné naznadend na obr.

M 6,9 jsou souradnice hmotného s8tledu

£
x. = 218 M+ XosM>

Yis M) + yogk,
Hi + Mg

s
‘f

kde x =/x R = = j
15 : MRAP (rR ein #) /¥ je x-ovd soufadnice, Yig =

lana a x = (4/2)
25 2) sinf, y,o = (a/2y VaZ + 22
S cos f'a M, = 2 .
gické veli¥iny lomené &dati lgna. Po dosazen{: a Eprajéud:st;v:n HHo% snalo-
e

sin P(a Va2 + g2 - g2)

X3
Ry + 2\/a% + g2
yg = R2*°°°7’(d\/62+32-n2)

RY + 2\/a? + g2

Soui‘ = A4 9 V -
adnic xs 0 pro -1 'y kdy d R ( 5 l) / 2 Potom ¥y
e echna ¥ = ‘/ , t =
S

R +
ie/lz::otz :E ‘/5—+ v/ 21 a uvédomime-11 s1, ze ve Jmenovateli virazu pro
Smoras @ lana M d&lend dglkovou hustotou &, dostdvime ¥ =,“Rz/l P pro ¥
gle U= M g Y5 =£/&R°g a nezdvis{ ng uhlu 7o s + Fotencidlng
9. max = 35,15 km/hod.; v min = 24,85 km/hod.

—_ e

p j ni 8 ’

Je rychlost g ‘ 1
nagni o :m;:ného stredu Zems, 330 uhlové rychlost rotace Zem¥ kolem
Lo chly : _folohovj vektor bodu ng povrchu Zem¥ vidi stiedu Zem&., Veli
i n::/ ;ss: Ve 1l2e urdit ze vzorce Plynouciho z 2. Keplerova zékon; vV =
-2 Slunfe ; :f;lkd‘ a, b jsou Poloosy obainé elipsy, T doba ob&hu Zemg ko

, zddlenoet Zem¥ o4 a . )
% - 20m5 0 ntren oony o o Slunce a #ihel1, ktery svird spojnice Slun~

Vg V okam¥iku, kd velik Jj j
y o8t v, zjistujeme.V peri-

heliu v_ = 30
ep = 3 »28 km/8, v afelinu Vea = 29,27 km/s. V nédmi zvolené soustavy

souradné dostdvéme 7]
Pro vektor W (w., w ¥
) &, w3) nepf. toto vyjddrent

@ (k cos %, -k 8inc, k ootgﬁ) hel & & 3,°

“ : ). 12" je ddn dhlov 1

":::::. a;u:;;::uos perihelia, uhel B = 23%39° je dhlem sklo::. ::::i:n::“
vt £ ﬁ_hlové irh;. fonstantu k uréime tak, aby velikost vektoru Ia?ly

oo (27;-/86156)8-;’ veel)s i otdlen{ Zems _v’zhlcdﬂn k zvolend soustavd, teqy
s g6l - T8 ik_o:t rychlosti | v| bude meximéln{, kdy¥ v2 » 2 ,

29, . (W x r) bude maximdlnf{. Vyrag ;; . (?(7:—;) = (v, sz) T
8

y x

&len soudtu Je pro ursit
ou polohu Zem¥ stgly
41} a tedy pro F;u je velikost rych-

Vepr 0)e Vektor
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r; mé tedy nulovou drubou slofku s uvéd¥ime-1li je3t& podminku Tax A a otddens, 1 5 s
podminku pro smysl vektorl, dostédvime r (k, &0, 0,- k,&,), kde k, = ~;:’ R * V¥sledny moment vnéjsich ’ > —
max 1732 %7 K1 1 : kde 0 j - VRIS Sl M = 10 - (5/8) pi2,,
Je éasOVé deriVace 74] a v V,

= R/ uJ§ + uii (R = 6378 km je rovnikovy polomdr Zem&). je Jednotkovy vektor ve smary i

_>
" - l . ¢
Maximélnivrychlost vmaxp v periheliu dostafeme pak z obecného vzorce T+ Hmotny stireq Se pohybuje rovnoms .
— - 7 S~ . (1 10”2, . -2 = /5 ™m& zrychlens Lo pi{
Vmaxp = Vsp + Wx rmax, ¢igelné Vmaxp »5 « 10 %; 30,745 3,5 . 710 ) km/s, /2 =~ L Se zrychlenfm ? - (12 P2 mee o rovnici x =
odkud, vyéislujeme~-li vysledek na desitky m/s, vmaxp = 30,74 kn/s. 0 soufadnicfch [f/g, 0, 0] n Rych;;stl/gé 0) w/s*. y Case t = ¢ i€ v bods ’
. * pohybu ne . !
Minimdln{ hodnotu rychlosti v periheliu dostaneme pro bod na rovniku, na v ni zadangmi Parametry urge~
kterf v daném okamZiku mé polohovy vektor ;:in (-kchS, C, +klbUl); prislus- 18 bg /
nd velikost minimalni rychlosti v minp = 29,82 km/s. tgox = —_— |
8" + 2ab
Obdobné veliciny v afeliu maji hodnoty v = 29,73 km/s a v =
max a nin a 19
= 28,81 km/s. o - Fo= mes3; FB = 2 mg/3. |
V tyci a ~ . i
11. = A-B = (3,3 3)m PAs~bi tlakovd sfla o velikosti p = 4 mg/3 \/3.
—> —_ —> 20. & . :
M = rx?® = (27, -4, -18) X - 4 T BT cosX; F.. - me sine
LN oy - ’

o
cotg 2 o = 7ﬁ
12. Zvolime-1li souradrou soustavu, jak je nakreslena na obrézku 6,10, dostaneme tg Vnevo1s H. T/2 - 5.

1 ! 2 —
X = ———  ————————— g t Sin oL 21. ; - ml - m2 2m
18 2 o+ o, Y = Y—— ul + 2 1—1->
1 2 ml + m 2
- 1T 2 sos o€ 2
2 T T2 m + m, g% .co i 2my — - m
. u9 T — w - ml 2 -
Hmotny stied se tedy pohybuje rovnom&rn® zrychlend po p¥imce o rovnici - my o+ m, 1 EI‘:—E; u,
V8imnste si, 3 7
= t oG, ze ri = 3
x, (mz/ml) x, cotg ’ PEl m) = m, si koule vymEnl rychlosti (g’ = - =
1 22 u2 = ul).

Jednd se o PrImy centrdling e
13. 1) s, = S8 = 5000m _ ntralni réz dvou kouls . .
2 l zlél budou leéet v Jedné Pf‘fmce. Pi‘iklad lze feéitz.ycmosti pI‘ed razem a2 po ré.,
Tre je koule .
0 hmote m2 v kllﬂu,nebo v tééiéfové s N

2) Hmotny stied se i po roztrZfeni stiely bude pohybovat po parabole, po kte= .
pretransformovat 4o pivodni souradnd soustavy

ré se plvodn& stirela pohybovala. PoloZime~li poddtek sou¥adné soustavy do
mista vystfelu, svislou osu, jejiZ kladny smysl m{¥{ vzhfru, oznadime X5y

s
a vodorovnou osu Xy zvolime tak, aby se stiela pohybovala v rovind Xys Xy 22, 1) ;> - mvy + msz
dostaneme pro dréhu hmotného st¥edu rovnici : S o+ m, (5, 25/7, o) cm/s,
2h h 2 2) P = nv . pT
X, =—— x, - x5 . V1t BV, = (m 4 y 3.
1 2 2°2 m,) v, =
2 A s N O - o 1) vy = (35, 25 0) g cmps.
-2 — —3
14. Rychlost hmotného bodu v daném okemfiku v = W xr = (-1, 2, -1) cm/s. 4) Ek’/Ek = 0,7
e - -
Moment hybnosti 3 = TFxmv = (-12, 0, 12) g on?/s. 5)  Pouze pro od;ovéa na otdzk
azku 4.
15. a) Oznadme pismenem 0 bod na ose rotace, vzhledem ke kterému E’poéitéme, 23. v = m; + m,
—> — - - 2t Vs T oTE—— \V2 ks =
B=Txnm vi Vo= dxr. ficient 1 ° 800 u/e. Ve vaorcs Je v, rychlost strely, k koe
icient trepns ) ) -
Vektor B zdvisi na poloze bodu 0. Je~1li 0O patou kolmice spusténé z bodu m loZce Nl a s, je dréha, kterou hranol PO zasaZen{ stpe)
. N be
na osu otdden{, je E’ = ma“w, ou uraz{ na pog-
b) E* = m a2 a = 1 Z?, kde I je moment setrvainosti dvojice hmotnych bod& 24. v, = \/2 2, v. - e (1 zg o (vl ‘. v.)
. 5 = - _
vzhledem k ose otd¥en{. Pondvad? je hmotny stféd této dvojice v klidu, ne- m 2 cos ), v = ‘*Fi -
zévis{ B na volbd referensniho bodu. = ‘E‘\/Zg1f (1 + \/E_:_;;;QQ;’ Kk = LtV o \/,________m
" R l‘C"’Sﬁ(—uf+l),

* "l
16. a) Hmotny st¥ed t¥lesa je v klidu, proto ¥ = o. cos 7ﬂ =4 Mm/ (M+ m)2,

—_—
b) ProtoZé¢ hmotny stied t3lesa je v klidu, B nezdvis{ na volb3 referendnfho

et e v

25. Stladent PruZiny x
o)

5e vypoditg i
YPOCitd z rovnjce (g je gravitaeng Zrychlent)

- 120 -

[3 bodu a rovnd se 153; kie I je moment setrvalnosti t&lesa vzhledem k ose 1 ) -
Yi ‘3—'k xo + £ (M + m) g xO - 1 m= >

| 2 ¥+v@m Y = o,
It
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se
kterd vystihuje, Ze kinetickd energie bloku t&snd po zasaz‘eni kuliéko:iok i
spotfebuje na zvyseni potencidln{ energie pruZiny a na préci, kterou vy
kond pohybem po stole.

xo = 0,38 Cclle

26. Il wl = I2 wz;

2
1 60 . (0,2)%/2 = 1,2 kg me.

2 2
1 52 . (0,2)%/2 + 2 [4.00,6)%/12 + 4.(0,5)2] = 3,3 kg n°.
1

w, = 17,2 e~t,

trvadnosti, uhlovou rychlost otd%en{ a
27. Oznalme symboly Il’ Wiy Exl moment setrva ’ o Ex
kinetickou energii kotoufe a Zlovika na jeho okraji a symboly 2 ’ 2?
analogické veli&iny, je~li &lov&k uprost¥ed kotoude.
wy, = (1 + mR2/I)w;
2w? nR2/1)/2.
- = m R°WS (1 + /1
’, ", 1

= 10* 1; o, = 66,7 w/e?;
28. PouZitim vysledku Feseného p¥fkladu 8. dostanete P = 10" N; a » 7T m/

0
ap = 200 m/s%; v = 1,1 . 103 w/e.

29. m/m_ = 1l4.4. Pro technické Felen{ velmi nevyhodny pomdr. Jednostupnovych ra-
ket9se pro ziskdni tak velkych rychlost{ v, neuZivi.

f{kladu 8, kterou je mutno pro
30. Je pouze mo%: o vyjit z rovnice (3) i'eéen_é,}_m P a . ;t e g wne
zadany p¥ipad Fe#it samostatnd, protoZe P ¥ 0, u ¥ konst,

2

7. 0tdd&end tuhého

t&1les g
1. x% = q2/4, y2 = b2/4, 2. c2/3,tady, oznalime-l1i M hmoty t&lesa,
e + b2 b2 o2
Jzz = M Y , Jxx = H(T + T y podobns Jyy'
- - - 2 b2
2. 12 = 32/5’ y2 = b2/51 22 = 02/5’ tedy napt. Jzz =M i

G .
3. Dva body o stejné hmotg,
nosti) se st¥edem s,

Plati tedy o obou Polckoulich, Ce

PF{pad pFedes1é lohy) ——-§ M,R2, ka%d& polokoule tedy —— R =
kde llk Je hmota koule, lp hmota polokoule,

4. Je vhodné poui{t védlcovich soufadnic r, ¥, z.

v, Rz/v o v
4,4 7’ r4
2 R*z 0 v
Jzz ==j f f rg)r dfdr dz = 21’9/ -:2—-“ = 1o
z=0 r=0 =0 =0 ¢

Tedy Jp, = M. 5 B2, kae hmota kuzele x « 5182 vo

5. a) ?ev_l/v 22.71’(-5-2)2 dz = —%—vz
~z=0

x2

» Vehledem k symetrii plat{

= y2, tudiZ dle vysledku Ulohy 4 je x° = 536 R?. Tedy napr.
J =

vy x(-g-v2+§3532) - E%"(RZ*”Z)‘

b) TEZi5t5 lezf Na ose z, soufadnici z

g Yypotteme podobn¥ jako v dloze 7.
2 kap- 6.

Plocha § (f) fezu rovinou z = § Je 7'r?

v
ﬁ av 6f z S(z) 4z

= B e—T .
1 4

JSav TER? v

Prochdz{-1i osa y° t5%i5tam (o,

o, -4-3 v) rovnobdins s ¥, Je dle Steinerovy
= . . 3 2
véty J J + M . (T v)e, tedy

2 t
—— edy
V2 !

zs =

- 3 ,2.3 0 . 3 2 2
Jyy u(mv +2OH) 'gax(v + 4R°),

6. 2Llatf sz = X2 4V = 0 a stejn& Jyz = 0, protoXe v bodech t&lesa A soumsd r-

n& sdru¥engoh podle o8y z (x, y, ) & (~x, ~y, 2) nabyvé integrand opainé hod-

noty; tedy nap#. integril pies poloprostor X >0 je xompensovén integrdlem
p¥es poloprostor x < 0.

Podobny argument lze v ny = /xydv pouZit pro body soumdrn& sdruZend dle ro-
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N 0: (x, y, 2) a (=x, y, z). Tvrzeni pro ostatni télesa se dokize E fdt . J / ds
viny x = O: s Jo
y o 532(0’0 52+2—m‘s-f2-¥2-5f

stejn&. “ 1 a4 "

szaifol 0) ve smé&ru jednotko-

7. Vezmeme povrchovou primku prochazejici vrcholem (9’ . . 'j kde J = J_ + J_+ m R + /.LRZ (€ + ©R). Prot =7 jes = ¢
) é Kt n (r2 + v2)"Y/2 (0, R, v). PouZijeme~1i hodnot z uloh 4, 5, tedy po govedfni integrace

vého vektoru n = p ra

ik ; 4 ; moment
6 ve vztahu J> = 2 Jy n’ n®, vyjde pro Zadanj mom
Lok 6 v2 + R? o J b (af-t- n J 1 ,uto-f m+ \/((af + m)z-(,uﬂ, m)?2
- ) _ - 2 v~ + = 3 argecos —eetre— R —— n -
> = (R - vt (Rszy * VI = fz% UR v o+ B eR° MU M+ m g R2M ply +m
= 6 8.
Vo + 1 7,1

c. t setrvacnosti ke2d’ z obou Usecek délky b = R 3 Vzhledem k ose D
£. Momert s ' ) N . - 1 ( b )2 (speciéln? pripad 1l. P¥enos momentu lge uskutednit silou P = ~§ » PUsobici teinfm smi¥rem v bod#

prochazejlcl stredem uselky kolmo k nékresnd je 3 1? P2 b 2\ (ubl b Ve vzddlenosti R od osy. Pasobistd urazi za vterinu dréhu S = R (W je dhio-

kvadrul. Loment setrvacnosti vzhledem k ose O je ib (3‘ (‘2‘) +(§) ;a 37 v vé rychlost), pYeneseny vykon je tedy P = P8 = D.Ww nezévisle na poloméru R.

{vad CEL AR 2 . R

isetky donromady maji tedy moment setrvaénosti —3—/1b3 = 0(-{1'123, kruhové a) D= P/w = 3,41 N.m,

usecky «oanror v " \,_5_’ 1 3/2 b) 1 ks = 75.9,81 w, tedy D = 2,51 N.m.

2 = S m— = 1,372, S
cz;;st(uRX.R', tedy celkem[uR3(X+ou), kde X = 3 ( 5 ) +3

v . 12. Moment setrvadnosti J = 4N (rz + _é_ RZ)’ kde R = 7,7 cm je polomsr woulz,
Y. Je-li rycklost pohybu vddra v, je Gnlovd rychlost hiidele W= —p~ , jejl mo W = 2 & rad/s. Kinetickd energie 53w? = 300 7 = 7.8, tedy sfla F = 6.10%N =
! M 2L Kli- 26 up,
ment setrvaénosti JH = —,}-I R? = 0,2 kegm~, jejli moment hybnosti spolu s P

 * y ti hi - j m R- CelKO
rall /“1 OY/ wa MomEHb 11 bnOS 1 okovu VzhLedem k ose hr dele Je Vv - ”

13. Konstantn{ moment 8ilové dvojice D = 40 kpm =

= 392 N.m vyvol4vé Ghlové zrych-
lenf W= /7 = 1,96 . 1072 rgq4/s2.

vy momernt =il pusobfelch na soustuvu je Ohlové rychlost @ - 0,314 rad/s se tedy

: . v gmén{ na nulovou za t = << . 16 s
g s PR, N
v nranet,ch zavorkdch celkovy moment hybnosti), teay 14. Pohybové rovn:l?o Jf = k¢ (702' s;oé;ni, D= -kf silcvy moment vlékna
‘v hranet, " gkrouceného o dhel Py d=2mn( + £ r°) mome setrvacnosti vahadla)mé za
. - mg R~ Lt Ye¥eni harmonicky pohyb s dobou kyvu T/2 = x ¥ = 839,1 8 2 14 minut.
mE® + J., + J..
}( r ’
. H e {) , ; 15. Pohyd je stejnd jako v predeslé dloze barmonicky; Jeho kruhovg frekvence je
rrane . - reR- —5;~ 8e po odvinutl provazu rovnd T - ., teday W= 57'rad 8", Moment setrva¥nosti je roven rozd{lu momentd plného védlce a
s mRC e Jp e dy vy¥{znutfch ¥4st{; pritom moment setrvainosti kruhové v¥sefe (vzhledem k ose,
/ prochdze jfcf st¥edem kolmo k rovind vysele) je pii daném- polomsru tmérny stre-
-~ T - 1y (W < - - -6
. \/ =R ';K + Jy . P {l) = §,14 s. dovému uhlu. Vyjde J = 5,56 . 1079 kg.ma,pal[ k= ¢? g = 1,37 « 10 ° N.n/rad.
mR g , o . +1 x>0
- ., \ ze 10. 1 - = §
Lze tJi vyuilt zikona zachovén! ernergie, Jukoc v uloze 16. Pohybovd rovnice J ¥ = -k f Dp sgn  (kde sgn x -{ }pro{ })mé za ie-
L8 T VY , v - X <<0
10. Je-ii ¢ = s(t) délka odvinut?no retdzu v z&vislosti na case, je uhlova :‘ych- Ben{ sinusovy pribs&h A sin (Wt + ¥y ¥ (D’.!'/k) 8¢ stredn{ polohou ¥ = 7 (DT/k)
| : * rotmce ¢/R. ¥ineticksa energie vedra € odvinutym retézem je (m + &s) ¥ >0
ﬁ\« U;;{ hi‘dele s navinutym ret3zem (dle vysledku ulohy 8) pro . » NavdZeme-1i na sebe tato Teseni v bodech obratu, kde se znaménko
le) /7, kliv = hrld E e

T c“({‘ s + xR) (5/R)?/2. P ¥ m3n{, dostaneme Fezen{ z:zxgzrornéné na obr.
R n ™ id { -
otenciclnl energie vicra s odvinutyn retdzem je - gms - 843, p:tencza]:m K fps Je w1 = - mi < setrvatka se zastavi v prvnf krajnf poloze 7ps
rotencizlri energsl : “ T je UIR" ulo- - .
energie retezu nevinuifno aa velel veetn® zepustenéno konce je 4gR™ (viz ul pro kteroulfpf’ = Dp/k. V nasem pifpads ¢ = 5, krajn{ vychylky jsou postupn¥

ke € z kap. %), 1,57; -1,19; 0,813 -0,53; 0,07 rad; setrvatka vykond 4 kyvy a v poslednf kraj-
celkové e;..ert.ie zistueve konstantni: ni poloze se zastavi.

Ts5+ Oznadmé m-tou krajn{ vychyl-

32
PO *__'_: N ‘u_({” . ocR)> (av2 . £ms -gtb%“‘* (agRZ = konst = 17. Tés?é pro pulsu sfly (v okamZik% t = 0) je rychlost maximaln{ wmax; pak klesd
- R% (? (Jw = -p, tedy w = wmax = =3~ t) aZ pred daléi% pulsem sily (t = 1/2£)) na-
! { - w . S ; P
. eom {)1 - sU—*ug ]2 bfvd minimdlnt hodnoty. Tedy @ e min = J .57 5 celkovy opsany Ghel

mis{ byt roven

‘v tase t = 0 je s = {l’ S = 0)s Tedy po separaci
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1/(2¢) Lpax * “nin o
war = it R
]
x = o £ 8.107° kg.ma ming -
Tedy nerovnomérnost VY = 5 s J = To o3
i 8 1 £~ 4 8 P

mdlné.
¢ d v ; . do pohybové rovanice
t - 53— co8 nwW_t; coZ dosadime P
18. Je = wat = wa >a s
¥ 6/

7 talife od rovnom¥rného oté-
talife: JP, = -k (Fp - #y)+ Bro odchylku polohy ta
Sen{ ¥ = fp - Wyt dostévéme rovaici

J zZ-: -k;lr— k 2—"1—1 co8 n W t

To Je rovnice analogickd rovnici pro vynucené harmonické kmity, pf'i(?emi ;:o-
sledn{ &len odpovid4d sfle, kters Vyvoldvéd vynucené kmitdnf. Be3en{ Jje (p¥ed
pokléddme, Ze vlastn{ kmity jsou utlumeny)

. kv/2
e : o
'¢= 2“; " cos n W t, tedy fT = w1 anwg-k sin n W
Jn -
8
P L4 v
a nerovnom&rnost chodu talire je V = ;;5;5—

-1

. Y -4,
Tedy y = W = 2,05 . 10

19. Lze pouZit zékon zachovéni energie, jako v iloze 10, nebo vyjit rov:ouhz p:--
hybové rovnice. Je-1i délka lana na jedné strand o 2s v&t8{ ne% na dru é, i'
volévé silovy moment D = 248 g R. Vzddlenost s konce lana od rovnovéZn lpo
lohy (rovnovéha je pro s = 0) zévis{ na Gase: s = s(t). Rychlost poh{b{u- ;n; .
je s, tedy moment hybnosti ddsti lanalna Jedné strang ;d l:l:adkytjle1 E o
+ 8) M8R, tdsti lana na drubé strans % (£ - X'R - 8) L8R, momen yt: N
kledky 8 cdsti lana v drdice (J + ZR3 &) 3/R. Celkov§ moment bybnos :

Jd e
J = - ohybové rovnice
vy vzhleden k o0se kladky je tedy I (Ut + “8 R a pony

(-? = D) je linedrn{:
‘ - 248
8 = _f_T 8
+ —
“ 22
2ug _
-t 2 -
ef'eéenims=09°ct*cze § oC =7—T.Prot 0 je
1 pte T
R
8 = 8 = {1-_.; ('g-jZJR) a &8 = v°’
o
v .

M 2 i 0 na jednu
tedy 26, = s, + =, 26, = 8, =% + Pro ;>0 prepadne %:1;112 g ro;_
pro C; < O na druhou strenmu. Pro C; = O se bude asymptoticky pr ova

_d,t
novédZné poloze, s = s e .
b2 b2 kde m =
20. Doba kyvu. T/2 =-7Z'\/ J/K, moment setrvadénosti J = gm,’ T + 2m2 oL N
28 . -—-1‘32-5 jsou hmoty dels! a kratd{ strany civky.
2a + 2b * "2 2a +

? + =3 2 ba kyvu T/2 = 1,57 s.
TedyJ=-m—f:--‘j§ﬂ;—3gL'0,88-10 kg m“ a doba ky '/ ,
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2l. Pohybovd rovnice I+ b+ k= 0 mg zZa Yedenf tlumend knity # .
= }’o A 8in wl t, jeou-1i -j’-t i wl komplexng sdruZené kofeny charakte-
ristické rovnice. pro pofadovanf utlum e /2 X/wW; _ 515 Jje = 1o 20 - W

1n 20,2
Ze vztahu wi +}2 = k/J, tedy wf (l + (—27,-) ) = k/J, 1ze Vypo&ist wl

rovndZ dobu kyvu 1,/2 = -Z’/wl ® 1,74 3. Pro b méme b = I =
= 1,515. 1077 N.m.s/red.

22. Moment setrvatonosti kuZele vzhledem k ose Prochdze jicf streden zékladny kol-

+ M (Z) = N 10 P¥0 R<Kv. Ze zdkong Zachovdn{ energie uhlovd rychlost pii
dopadu (' = \/ 2 J"lxg -Z-, tedy linedrnt rychlost Wy = \/ g1 lgv3/2 =
= \/5gv 2 31 m/s. (Symbolem v Je znadena vyske stromu.)

23. S{la H p#sob{ na védlec v bods dotyku a proti sm&ru s{ly p. Celkovd sfla pago-
bic{ na vdlec F - H se rovng hmotou nésobendmy Zrychlen{ t&zists. P-H =
= M8 = MRY(s je drdha V8Z18t8, ? Ghel otodens vélee). Celkovy moment si]
vzhledem k t&ZXist{ H.R = g. f, kde J je moment setrvadnosty vzhled"em k t8Z1i3-
MR P = 3
a pohyb je rovnom&rns Zrychleny (&4 Zpomsleny). Hledand dobg t =I~2 7,5 s,
8{la H vyjde H = F/3 = 3,3 kp.

Poznédmka. Nabfz{ se zde ps&t pohybovou rovnici P¥imo ve tvary Jo7;= Do,
kde moment setrvadnosti Jo = 5 MR2 1 silovy moment ]J0 = FR vndjsfch si] se
bere vzhledem k dotykové primce o. Vztah v tomto konkrétnim Pr¥ipadd sice rle-
t{, nelze ho vsak dostat obecn¥ z 17. Véty impuslové: tam se dosazuje moment
hybnosti vzhledem k pevnému body. Relze viak nalézt revny bod, vzhledem k pg-
mZ by vélec mdl moment hybnosti ~35 MR27" b&hem konedného ¢asového interva~
lu (- nutné pro vypodet Zasnvé derivace v II. vtx). Uvedeny vztah vyZaduje
tedy zvldstnt ovéren{, ku P¥ikladu v dloze 30 v této jednoduchd podob& obecns
neplat{.

24. Linedrn{ Zrychlen{ a = -;— mus{ odpovidat Uhlovému Zrychlen{ ¥ = -;; dle vzta~
hu g = Rf. Pritom D = p.g Je moment 8ily vzhledem k t8Zisti, g vzddlenost
Primky, ve které sfla pasobf, oq LEZ1BLE, § = — . MR? pomept setrvadnosti
vzhl;dem k ose Prochdze jic{ t&ZistEm, Tedy vyska plsobists afly 4@ = % =

|

25. Pohybuje~1i se vozik rychlostf x (x Je dréha ve smsry naklon&né roviny), je
uhlové rychlost koll—g— ; Celkovou kinetickou energii T 1ze 8102it 2z kineti o
ké energii téz:litg 3 M2 g, kinetiek¢ energie vzhledem k tézistové vztaZné
soustavy 3¢ 4J(§J'. Potencidlnt eénergie V = Mg x sin o, tedy

T+V = -l-(M+4—J)X2+Mg 8in U, x = konst.
2 r2
Rovnici splnuje rovnomdrng Zrychleny pohyb x = o —;—- a t2 S€ zrychlenim
€ sinec
° T 1+ 4J
MR‘2
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26. Ve sméru teéném k naklondné roviné pisobi na vdlec sila, JejiZ velikost jJe
Mg sino¢ - T. Jejl pGsobistd leZl v ose vélce, tedy vztah pro linedrni zrych-

leni a je stejny jako v uleze 23:

(M+ —J- a) = Mg sinX,- T
R?.
Lvéaru je M'g sin oC, s{la tienf M'g cos o6 . £, pro pohyb

Tednd sloZks vihy
kvddru tedy
Ma = Mgsino~- KgcosX. £+ 1T

7 t&chio dvou rovnice zrychleni
(M + M) g sino&C~ M'g cos o&. £

a = . d
M M+
* r?

{je=11i £ <C (1 + —%—r) tg ¢, jinak se soustava nepohybuje.) Naméhén{ tdhla
13

. J , .
M+i Mgcosoc.f-;gMSSInOC

R2
T = 5
A‘Y : + -
M+ M 22
tgoc .
je tahem pro £ >—W , tlakem pro opacnou nerovnost.
1+ =5
Teéné sila F mezi vdlcem a rovinou, kterd se bude rovnat nejvyse Mg?cos X,
—_—,

mé vzhledem k t¥¥i3ti vdlce moment R.F & Vyvolévé uhlové zrychleni vélce —j

je tedy F = -'%3 . Mé~1li se védlec skutedn¥ vselit, mus{ koeficient tieni
R

spliovat
J.a _ . J M+ M) tgoc - ME
P2 57 ¢ con | WRZ S i
R

27. Reseni je obdobné FfeZenému piikledu 4 s J°'= 0. Osa rotace zde vdak prochézd
dotykovymi body koule s hranami lfhy. Tedy vzddlenost t&Zist¥ od osy rotace
a = & V3/2, noment setrvacnosti J = 2MR%/5 + M(RY/3/2)% = 23 MR?/20. Vfpodtem

s{skéme s = (15/23) g sin« . t3/2 = 1,6 m.

58. St¥ed souradné soustavy nechf souhlas{ s okamZitou polohou t&Zi&t¥ vidlce,
osa x smiiuje vodorovn¥ smErem od povrchu desky kolmo k vrstevnicim, osa 2

—
svisle nahoru. pasobi~1i ve styku s deskou na védlec sila P = (Px, 0, l'z.), pak
= -Fx/m a moment sil vzhledem

fry
‘zrychleni desky (pdsobi na ni reakce - F) je a

tEgisti vélce
(.R sin, 0, -R cos ) x (P, 0, B;) = (0, R(P, 8in ¢ = P, co8X),0) =

= J (0, 707 0),
kde ¥ je Ghel otodeni vélce, J jeho moment setrvacnosti vzhledem k t¥Zisti.

Soudet sil plsobicich na vdlec Tovnd se M-ndsobku zrychleni jeho t&Zisté:
(P, 0, P, - Mg) = M(R¥cos <+ a, 0, ~R¥sin )
Do posledniho vztahu lze dosadit za ¥ 2z predposledniho

- )
f: ——J—(Fz SinO(--Fx cOS oC,
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29.

30.

8 za a = ~F, /m; z{skané rovnice pro F,, F
z
I S ¥R?
Pp (1 + n t 5 cos°X) = F, « =y cosXsinac = o
MR2 2
“Fy ~j co08 oXsin o+ P, (14 n—?— sin?00) = Mg

dévaji po vyreseni

Xg MR?
. - I 008 o gin & . Mg 2 coa o sin oL
M MR? ¥ M
1+ nt T (1 + = sin?o(:) 2 (1+2 sinzoc) + 3

Vozi¥ek se tedy pohybuje se zrychlenim o velikosti:

!at - 2 co8 o 8in o

& proti smEru osy x.
1l + 2 3m
2 sin®o¢ + ¥

T8%
18%¢ kuZele p¥i valend kuZele opisuje kruZnici rovnob&Znou s naklondnou

rovinou ve vzdélenosti ¢ = -—-i Bv

0d roviny; jeji polom&r Je

2 R? + v2
3 v
I':T-————.__. .
R2+v2

chybuje—li 8¢ po ni t&Z1i3t% rychlost{ § (s je vzddlenost od doln{ rovnovd¥
né polohy, m&trend podel kruZnice), je uhlovd rychlost rotace kuiele kolem

J Je momeat setrvasnosti kuZele kolem povrchové p¥imky (Wloha 7). Potencidlng
2

energie je -Mg r sin o cos - 2 2
¥ + konst, pro cos < ~1l- —3 lze psdt rov-

niei or

B¥

1 (842 82
37 (T) tMgsinX—= = g (¢ je konstanta),

ktercu spliujf{ harmonické kmity o frekvenci W/21 =

= 1 Mgdz sine 1 V v2 + Rz
2w Jr T IE\TT - S&sin«
6 v- + R

St¥
dir:d koule S, t¥Zi3t¥ T a bog dotylu D zdstavajl dle p¥edpokladu stdle v je=
neé svislé roving P (v obr. 7,10 rovina nékresny).

zdélen ST - h -~ ° "'8_ . 5

Pot:neiél;i energie pri otodenf koule o ihel ¥ z rovnovdzné polohy je tedy
-Mgh cos /. Vedeme-11i body 8, T, D osy kolmo k f; plat{ pak pro pi{slusné
menty setrvatnosti J, = ~E- MR? (Gloha 3), Jp = 9. - MRZ, g e g . 42
I ( , - = J, :
kde pro vzddlenost TD z kosinové vity Tp2 = §2 + lszz - 2Rk’1 cfs}p TT;dn.TD ’
. Tedy

LA
Jg ==z~ MR . 2 MR h 1
s =73 cos 7 a kinetickd energie je —— J 2
» Rovanice z -
vénf energie = s o

2 o2
(-Z.nm -2lmhcosfa—§- -thcosf = -Mgheosfz

(xde ?; Je maximéinf vychylka)
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se dd prepsat pro malé rozkyvy ¥

2

5;2 g cos - cosf, g [1- cosf -;-—g—- 2c08f ¥

T em—— NS s - PR

T Ta B |7z 1E .,)°
=5 -~ ¢/ T E -2 5 b

(rozvoj v Macleurinovu radu). Pro dobu kyvu méme

2

\/3(—3—-3;--2)
/2 = X ,
G(-é—-%—-?eosf:)

coZ oviem plat{ jen pro malé 75 , kdy cos 73 ~ 1,

o = w [ (R et (B D) e

J JT b'd
31. Doba kyvu fyzického kyvadla Jje 1/2 = x x - xr ezt T ’
kde M je hmota kyvadla, J moment setrvatnosti pro osu kyvdni prochdzejic{ bo-
dem zdvésu. J, momvnt setrvatnosti nro rovnobdZnou osu prochdzejici t3Ziztém
a x vzddlenost bodu zdvdsu o0d t3%ist¥. V nadem piipadd lze In vypolist tieba
jeko rozifl momentd setrvainosti obdélnikové desky a vyriznutého vnitrku; vy-

sledek lze upravit na tvar

Ip = 15 [(a+ v =202 4 432] = 2,46 . 1073 xg u?

Ddle 2x = b +\/{2 - 32 = 0,5 m, tedy vyjde /2 = 0,592 s.

32. Doba kyvu fyzického kyvadla v zévislosti na poloze boduzzévésu nabyvéd minima,
je~1i miniméln{ odmocnina ve vztahu pro 7/2, tedy pro x° = JT/ll (x rovné polo-
méru setrvadnosti vzhledem k t&Zisti). V nadem p¥ipadd x = 0,158 m, tj.

Tedy

€. \/(?.x -b)2 4+ 8?2 = 41,6 cm & minimdln{ doba kyvu vychdz{ T/2 =

= ff % = 0’562 Se

33. Zavedeme novou soufadnou soustavu, ototeou viéi pivodn{ okolo osy z o uhel ¥
tak, Ze osa x mé smdr vektoru n. Transformace soufadnic

x" cosf -y 8inf
x” sinf+ y cosy

X

y
}'A =

dovoluje transformovat sloiky tenzoru setrva&nosti do soustavy x', y', 27,
kterou tvori hlavn{ osy setrvatnosti. Zv1&st¥

nyz-fxy dm = sin { cos f(/y'zdm-/x'z dm) +
+ (ainaf - ooszf)jpx'y'dm.
Deviadni{ momenty jsou v hlavnich osédch setrvadnosti nulové. Tedy

L4

Iy = (Igrg’ - Jy'y') sin ¥ cos ¥,

kam lze jest® dosadit za hlavni momenty setrvatnosti
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2 1
M bg’ Jy'y' = =M (a2 + b?),

tedy

M
J = = (b2 - a2) ain fcosf.

34. Uvaha je stejnd jako v Teseném p¥ikladu 7; misto momentu 8il ti%e viak zde
pisobi moment D, z resentho p¥fkladu 6, kde ¥ = go° - }[’ = 66 —=- ©

-

Tedy 2 *
1 2 2
Q - 33@3,1!3 ,T;b a%) coswz 3 2Ms b2 . a2 cos¢
L x‘x'Ww 2 rgs b2 173

Druhy zlomek v poslednim vyrazu je priblizns roven jako v uloze 12 z kap, 5
kvadrdtu stiednf dhlové rychlosti ob¥hu Zemg (2.1 rok)z, 2T/w je rovno
Jednomu hv&zdnéuu dni. Vysledek §2 = 24,7 . 1()_6 . Zf‘(rok)-l. V dob& rov-
nodennosti je oviem 8ilovy moment slapovych sil od Slunce, a tedy 14 Ghlovd
rychlost precese nulovi. BliZs{ rozbor ukezuje, Ze vysleinsg stredni rychlost
b&hem roku se rovnd poloving vypottené hodnoty: 12,3 . 107° |, 22 (rok)~1,
Zapo¢teme-1i je3ts vliv Mésice, ktery vyvoldvs 2,17x v&t3{ siapovou s{lu

1 precesi, dostdvéme pro celkovou uhlovou rychlost (tzv. lunisoldrn{ precese)

39 . 10 . 2.7£‘(rok)°l, coZ odpovidd dob& obdhu 25 600 let. Skutesng hodnota
¢in{ asi 25 800 let.

35. fladn.y" smExr 08y x nechf ﬂéi‘uje na vychod, y na sever a z vzhiiru. Zem& rotu-
se s uhloveu rycl%;sti 2, = (o, -Qo’ 0). V prfpadé a) je teto soudasng
uhlové rychlost rémedky se setrvaénikem, v pripadd b) pristupuje otdsen{
rémedku: 52 =1 (o, Qo’ 91). Vektor momentu hybnosti setrvaenfku ?mé veli~-

kost Jw = e MR®W a sm&r osy; pii uvedeném otdZeni{ je Sasovg derivace to-
hoto vektory

-5
P dI = -
D= = YT,

_>

k -

nia: dosa_agime okamZitou hodnotu I = (ch; 0, 0). Moment ptsobfc{ na setrvag-
Jje D = Jgwl(o, Q-g y - Qo). Reakce ~-D, kterou setrvadnik pisodbl na réme-

¢ek, mé av¥ slozky:

Z~-0V4 slo¥ke Jon= 0,34 . 1073 N.m std¢{ rédmedek v riipad& a) i b) a

y-ovd sloXka (podstatn& vatsf) Jw91= 3 N.m zachycovang loZisky rémed-
ku, piistupuje v prfpads b).

36. Poddtek souradné soustavy poloZime do pevného bodu setrvasniku U. Osa setrvad-
niku necht kond precesi kolem o8y z, pri%em’ s ni svird Ghe] Y. V okam¥iku,
kzzz prochdz{ rovinou xz, Je celkovd uhlovd rychlost setrvasnfku Ji»?f, kde

= (w sin_}fi, 0, W cos ;é’) Je uhlovd rycnlost rotace setrvadniku kolem
vlastn{ osy, S%_ = (o0, g, Q__l rychlost precese. Celkovy moment hybnesti
(sloZky I, = 2 Jik (W + Q)x se nejlépe vypoite rozkladem a7+?l> do sm&-
rd hlavaich os momentu set.vatnosti. Pak se kaZdd sloZka ndsobf prislusnym
hlavaim momentem.

Smdru osy setrvadniku, s jednotkovym vektorem 77 = (sin ¥, 0, cos U)
odpovi{dd moment setrvas m(We Q w08 o
nt setrvadnosti J, slofka n.(W+ Q) = w + 8 cos }Zf dé po

znédsoben{ J p¥{spivek k T:
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Jw+ 8 cos ¥y . 1.
Podobn& postupujeme pro smdr kolimy s jednotkovym vektorem n’ = (-cos ¥, 0,
sin ¥). Odpovidajici moment setrvafnosti (vzhledem kx polétku) oznalime J°,

Celkovy moment hybnosti
T = (stinI/f*rQ(J-J') cosUsin¥, 0,wcos ¥+ 2 (J cos?Y+ J° sin 30))

se otd¢{ rovnomérn& kolem osy z uhlovou rychlosti Q. Tedy jeho &asovou deri-
vaci miiZeme napsat jako Qx I. Tato ¢asové derivace je rovina celkovému momen-
tu sil

— T e

2
D = 2x1 = (0,%ws sin¢+Q(J-J') cosZ‘/fsin?,ﬁ,O)

37. PouZijeme~1i v fedeném pIikladu 7 moment setrvadnosti J = =X MR? (Gloha 4) a

10
vzddlenost t8Zist¥ od vrcholu h = —i—— v, méme vysledek

w = 2 5—,—‘—"— = 294,3 rad s'l, tedy 46,8 otdcek za vteiinu.
2 Rr2Q

Polo2ime~11i velikost momentu z r.inuldého pF{kladu rovau momentu sily tiZe
Mgh sin ¥, je s pouZitim vjrazu z ulohy 5 pro J°

2
. h -
S G- 5)oos ¥ = 208,4 raa 871, teay

47,5 otéddek za vterinu.

38. 0Osa rotain{ symetrie disku protind svislou osu kruZnice k v bod& U. Tento bod,

bereme~11i ho jako pevn® spojeny s diskem, 2zfistdva v klidu. Dald{m bodem disku
8 nulovou okam¥fitou rychlost{ je bod T, tedy okamZitd osa rotace je TU. Herpol~
hodiovy kuZel m& vrchol v bod¥ U a za zékladnu kruZnici k, polhodiovy kuZel
tf% vrchol a za zdkladnu obvod disku. ’

39. T¥Zis8t% disku se pohybuje po kruZnici polom&ru r - R cos o< uhlovou rychlosti

v/r. Soulet viech ra disk ptisobicich vn¥jsich sil mus{ tedy byt
> ,
(..M(—;—) [r - R cos <], ©, O), tudi{Z v bod& T na disk phsobi od podloZky

2
sfla (- 35 [r - R cosoc], 0, Mg) o momentem (vzhledem k 1¥213%1 doku)
r 2

?= (0, MZE [r- Rcosoc] « Rsinow - Mg R co8 X, 0).
r

Uhlovou rychlost lze sloZit napf¥. z rychlosti (0, O, ——:.—) rotace kolem osy US

v
a z rychlosti (- —-Yﬁ— sinot, 0, - —g~ cos o) rotace disku kolem vlastini osy.

Soudet (=~ —;—- sinov, 0, = —%— cos oL+ —;_— ) (presvidite se, %e mé smér pi{im-

ky UT) se rozlo%i do hlavnich os tenzoru setrva¢nosti disku, ndsobf prislusny-
mi momenty setrvadnosti a sloZi. Ziskdme moment hybnosti

> 0 v v
I = (5 cossainx (J =) - — J sine, 0, = (J cos?ol +
od

+ J° 8in “o) - —;—- J cos ),

kde J je moment setrvadnosti disku vzhledem k jeho ose rotadn{ symetrie,

L » s w . _$
J° vzhledem k ose prochdzejic{ stifedem disku a leZieli v jeho rovin¥. Vektor I

’ v ,
se p¥i pohybu otdt{ okolo osy US uhlovou rychlosti{ —~ . Jeho Casova derivace
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v =
(0, o, I = (0, [cos X 8in ot(g = g°) - ..;_ J einx], 0)

—
se mus{ rovnat silovému momentu D. Tuto podminku lze upravit na vztah
2

v2e r® g cotg oG
r-Rcoso(ai-Lf—z r-g-i;r:’—. cos o
grzcotgoo
3 5
= r- TRcosoc/

(Dosadili jsme J = —;—-— MR, 5° = B2.)
Z n&ho plyne v = 0,642 m/s.

40. Prvni p¥ipad se ¥es{ stejnd jako minuld Uloha, ale odpadd nyni rychlost ro-

tace disku kolem vlastnf osy. Gelkovd uhlové rychloet je tedy (0, O, _v_)
coZ konednou podminku mén{ na

2
v . T g cotgox r? g cotg

r3 =

¥R cos X r-—f——Rcoaoc

r - R cos (-

pak v = 0,805 m/a.

xoneéné Za poeledniho pFedpokladu musi byt moment sf{ly vzhledem k t&-

Zists D, kterf vyjde upln¥ stejnd Jako df{ve, nulovyf.
Z toho

2
2 _ I gootgx

v r-Roos ' P Y = 0,793 w/s.
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1,

2

3.

Jem V_. Jelikoz nap#. = =
’ {,o pE. e A(l/{l = (‘(l- fol)/{latedy Lﬂl
= To (1 s ), miZeme pro Objem V ps4t

v = {]{{9 = <l+e, !-Q-e"l*e,

] t¥{ sloZek defor ;
malych deformac{, mpZeme psét nace, o je v souladu s teorif

8. Prufnost g z2dklady reologie

i v. ?’ = -
a) Smyk lze popsat tak, Ze p?uze Jedna slofka, a to smykovs {nep¥ 12 v a2 vo (1 + &t e+ a) = y . _
= ?’21) tenzoru nap&t{ je nenulovi. > 3 o o ©1
. .. Odtud plyne, % e. = ¢ o
e = Y, Z - 4 Ve-y Y/v .
Z podminky i vj vlf“'(viz Tedeny priklad 2) plynou pro sloZky jed formact . I 0 0’/Vo znaéi relativa{ zmany Objemu zp#sobenou ge-
notkovych vektort V; ve sméru hlavnich os tenzoru nap¥t{ rovnice '
= v, = .0 = 5. Ab .
?'12 Vg - Vl Z", 2,21 Vl - vgz,’ 0= VBT/ A Zch:m zjistild objemovou stlaéitelnost, budeme pf‘edpoklédat %e tle
Podrobeno hydrostaticiké . N ’ 80 je
> atickemu t]aku . g
2 nich plyne vI (1/V3Z, 1/ V2, 0); Wi (1/Vz, -1/V2, 0); YT (o, 0, 1), kepalinou a pfstenm naFtaving uréit(nazr pogorime t&leso do vilce naplnéného
xde V1, $1T g SIIT j50u oznaseny jednotkové vektory ve tfech hlavnich smérech. Tu napst{ plat{ 7~ . o ) ;“ °9notu tlaku p). Potom pro s10%ky tenzo-
-> - - ° = - -
Vektoru y! odpovidd velikost hlavx_xi_)ho nagp&ti z‘I = 112 (tah), vektoru wil na- Z Hookova zékona %v - )1\‘3;’ J 11 ?'32 ‘?3:3 = -pj; Zle = z“n = %3 = 0.
pat P11 - -1, (tlak), vektoru VIII ngpxes o111 72 dootévéne e 13 1j °1 * 2(eyy, pak pro sloky tenzary deTormace
= @ = =
b) T D, = = (aVI vd) iélnfch derivact Ak v zad setteme-11 roo tce 4o ®23 = 0- Pro prvaf invariant tenzoru deformace e,
enzor D, = — axj + 5, ) Z parciélnich derivac 5%; Je v zade- Rice Hookova zékona pro sloiky ?11’ Ty, & 7., dostaneme I
ném p¥ipads nenuloavé pouze avl/axg. Ze 3loZek tenzoru Dij jsou nenulové pouze e = -p/lA+ 244/3). h 33
Dy, = Dy, = 5 71, ° Zphsobem analogickym tomu, ktery byl pouzit v Sasti a) V¥sledek minulé ulohy ddvd o1 = (V- v v,
Tedeni, 1ze i zde dokdzat, %e dva hlavn{ smdry tenzoru leZ{ v roviné x,, x N o7 o
3 ’ : y . 1’ %5 Porovndnim oboy vyJdd¥enf pro e dostaneme vztah mezji t}
a pdli uhly mezi osami X, ax, atret{ hlavn{ em&r je kolmy k roving X1y Xy 1 akem p a objemen v
) -p . V-7
Pro vektor nap&t{ T; ptsobici na plode s normdlou VJ. plati vyjdd¥en{ A+ 2(u,’3 —-_-vo ’
o= L V. (1) z kt
1 1373 erého miZeme urdit honotu ap/av vekytujic! se v definidnty ygt
Dosszenim do (1) dostdvéme T; = f’ll v, + 2'3_2 vV, + 2“13 Y3 = (500/2 + 500/2 + Po dosazen! dostaname hledané vyjddrent pro moawy objemové @ vztahu pro k.
+ 800/\/—2-) N/m® = 1066 N/m< a obdggnym postupem dostaneme I, = - 280 N/m2 dp PruZnosty
8 T, = - 187 N/m°. Vektor nap&tf ® = (1066, -281, -187) N/m>. Velikost K= Vo5 = A+ 24/3
napdt{ |T| = 1118 N/mg, normélové nepdt{ T, = T, Vi = 260 N/m? g tei- 6. Je moino "™
* no pou hapr. ndsledujfcf posty N
Pe Z V¥sledku ires N
né napst{ T_ = \/1"5’12 - 1§ = 1087 §5/m°. 20 E = 6034+ 6) / (A+6) & & = AJ2 (A + g) kder;“"é“ p¥fkladu 3 vime,
= @ uvedeného v pozndmce k ies s ’ ° Sme uZili vztahu M=
Nejv&ts{ relativni prodlouZen{ nastane v Jednom z hlavwnich sm&rfi tenzoru. Po- X ~>00 bud A =00 nebo a2 Genél:;prlk;adu 3+« Z vysledku ﬁlohy 5 plyne pro
N 5 = >CO. Pripad G —>O00 n4 2
stupenm uZitym v 2. redeném pifkladZ a 2jednoduseném pro rovinny p¥{ped (dvs c0Z by znamenalo nejen objemovs, sle ! tvarovs tune t51e a4 nésledek i E—=o00,

soufadnice rom&nny index nabyvé pouze hodnot 1 a 2) zjistime, Ze prvni hlav- 3
_ » P nny A P X J ° ’ deme uvafovat a zistdvs tedy pouze moZnost A—>0o
n{ sm¥r tenzoru svird s osou X; soufadné soustavy uhel 30" a deformace v tom- .

ot
to smérue; = 1.1073. Druhy hlavni smér tenzoru je k tomuto sm¥ru kolmf a de- Potom pro nestla¥itelnou 14tiy dostdvime

formace Vv n¥me, = ~1.1073 (relativng zkrécent). Deformace e, je nejv¥tsim a) B = 1im G(3A+ 2 @)
relativnim prodlouZenim a smér svirajfc{ s osou x, dhel 30° smérem, ve kterém A0 A+ G =36
nejvétsl prodlouZen{ nastane. b) 6 = A
AR o = 2
UvaZujeme homogennf, tj. v kaZdém bods stejnou deformaci vzorku. Vyjdd¥{me
J ’ ‘ ¢) Rovnice Hookova zdkona, ve kterych se vyskytuje &
inveriant e, v soustav¥ souradné proloZené hlavnimi osami tenzoru deformace protoZe tento vy . je &len A e, neige uE{t
TaZ Je neurfity typu co., 0. mfsto t¥chto zovnieI lze viak ;t
ps

€ =8 + o, + e,, kde 6, @, a e, jsou hlavn{ deformace. UvaZujme v deformo- rovnice
vaném t¥lese kvddr objemu V o strandch {1, {2, {3 rovnob#¥nych se smirem
hlavnich os tenzoru deformace. Tento kvédr pi¥ed deformaci byl té% kvédrem
(vhodn4d které
na volba soustavy soufadné) a délky jeho stran byly gol, {oz, £o3 a ob- oré respektujf 8kutednost, %e v nestladitelns létce jsou slofky mapsts 7
ap

£, T, urde
220 034 ny aZ na konstsntu typu hydrostatickéne tlaku p Spolednou pro

shora uveqené rovnice
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g.

9.

fn = 266, -,
0 = 26 €55 = P

0 =2Ge33‘P9

z kterych, s uvdZenim podm{nky 811 * €55 833 = 0 a symetrického vztahu
®p = €334 plyne p = -G e, a tedy "11 =3 G e;;. Posledn{ vztah je Ve sho-
d& s relac{ E = 3 G.

3

Al = G,23 mm; Aa = 1,5.10 3um: Ab = 0,7.20 %3 AV = 4 om

U= =Bou(t, - t;) / (1 400t)); je-1i t, blizké 0° ¢, plats priblizng vetsh
= ~Eoo(t, = t,). Pro zadené ¥iselné hodnoty 7’ = 1140 kp/cem”(tah).

a) UvaZujeme bod leZici ve vzddlenosti r od osy vélce. Jeho soursdnice
jsou X, = r cos Wq, x, = r sin 7/*, kde ‘IX je Ghel mezi kladnfm sm%rem osy
X; a kolmic{ vedenou z vyZei¥ovaného bodu na osu vélce. Pii torzi se prafez,
v kterém se nachdz{ vysetrovany bod, pootodi o ﬁhel;"a jeho nové souiadnice
budou y; = r cos (%*-)"). Yo = r ein (¥’+}*). Posunuti u, = y; - X
tedy u; = rcos(ﬁ+f)—rcos »u, = T8in( +J")-—rsin7},
uy = O. Predpoklddeéme-1i, ve shodd s linedrn{ teorif{ pruZnosti, Ze 2" je vel-
mi malé, miZeme psét

49

w = -)ﬂr sin#’ = - XX =]"rcos7} = ooxlx

31 8% 3°
V t8chto vfrazech jsme za Jﬂdosadili o0 x,s predpokldddme tedy, Ze prifez
e nmulovou soufadnic{ x,, nap¥. spodn{ zsdkladna vdlce, nen{ stoden. Pro sloZ-

a
ky 313 = '%" (5% + g-‘-;‘:) dostdvame
€11 T %22 " €33 = €5, = 0,

el3 = - 00X = KX

2' ®23 1
a z nich dle Hookova zékona

=8y =103y =0, = 0,

Z"n = -Gox,, 2’23 = Gxy (@ ... modul pruZnosti ve emyku).

b) Nap&tdi SZ"i ptsobici v pritezu vdlce vypoiteme dle vztahu sz‘i = z*’i:l vy

kde vektor V; m& slozky (0, 0, 1). Dostaneme 7, = -G oux,, srz = GotXy,

82“3 = 0. Vektor BZ"i leZ{ tedy v rovin¥ prifezu -smykové napét{, je kolmf

k polom¥ru a jeho velikost °2” = G or. Pro moment s{ly M dostdvéme tak vy-
jéd¥en{
2T

R
M =/sz"rds =f f 63 Ba r = T 6ccr4/2.
s 0

°
Moment této velikosti mus{ pisobit v opadném smyslu v obou »odstavédch vélce,
aby nastalo jejich vzdjemné oto¥en{ o vhel ¥ = <t Tedy

M = Tortys2f

2
o
10. Pro védlec napiZeme pohyoovou rovnici pro otédden{ kolem osy 1 %—g = M. Mo-

ment setrvadnosti kolem osy vdlce I = mr2/2. Stod{me~11 drét o dhel ¥ z je=-
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11.

12.

ho rovnovéiné polohy (na obr. 8,1 je uhel ¥ naznazen jako Uhel mezi pF{mkou
pevnou v prostoru P a primkou pevnou ve vdlei a; v rovnovainé poloze a = p)
pisodb{ drét na véilec momentem sfly M° = .y 7» ke k = TorY/27, jax pl,:'
ne z v¥sledku ! : i
vy x;inulé ulohy. Pohybové rovnice pPro pohyb torznfho kyvadla mé

d-
potom tvar I ;t_?: = -k, odkud plyne

P= @ sin (wt+ x);

w = \/k/I a ¢o’ & jsou konstanty dané po&dtesnimi podminkami. Doba kmitu /
T o= 2w = 2MYi/x = (2/820\ftm 22 € 6. Ciselns T = 7,0 s.

Pro velikost sm;srkového napdti 8¢ ve vzddlenosti r od o8y vdlce je v uUloze g
o?’r‘ozen“vzorec T = Gar a Pro moment s{ly M p@sobici torzi vyraz M = |
= e B4 /2. ' by

/2. Nejviti{ smykové nap&t{ ZJm Je u plésts vdlce a mé hodnotu 8t’m = //

= GoCR. PoloZfme-11 °
e z 'nez—vimBli z*’m Z‘;, miiZeme pro nejvits{ p¥ipustny moment sily
X, o B°/2, édseind N, = 15,4 . 103 y.n. '

de )
Z rovnice M 2+ + Be = 7, pro Pripad 7'= 7 a poddtednf podminku e = 0 pri

t =0, plynee = (?'O/E) [l - exp (-Et/iz)]. Mezn{ deformace e_ = T /B a
e = 92;/10 E. Dosadime-1li €, do rovnice pro e, " ‘
vé podminku 1/10 = 1/exp (Et/lz), neboli t =
= 15,3 8,

e

dostaneme pro Sas %, po upra-
(7/B) 1n 10. 3{selns t =

e




9. Mechanika tekutin

l. Celkovd véha G je rovnd véze objemu Vo kapaliny o hugtoté 92: G = szog =
= 4,1,10-2N . Celkovy objem (véetn® trubitky) V = S-a-]? =4 cn”, tedy g =
= (V=-7V) /€ = 0,2 cm?.

2. Je-1i &dst XV z objemu kulitky V ponoiena do rtuti, je vztlakové sila na tuto
gédst &V PR g, vztlakovd sila na zbytek objemu (1 -~ o) va g, soudet se rovnd
o~ v
o 0% - Py J

3. 8 a\/_g)l/p = 12,5 cm;

M = 90,87 a? (a - a;) /6 = 0,19 N.m;p¥i pohledu naznateném na obr. 9,3
pisobl moment M proti sm&ru hodinovych rucidek.

my, my
4. Objem zdvaZi je
Pz [
mg (1 - Y .). Je-11 hmota predm&tu m, je jeho védha na vzduchu podobn¥
Oy
l/? - l/p

1- Pv/pp

y vztlak na n¥§ pisobic{ « @, & tedy véha na vzduchu

Oy
Op
Ovk@p ™

z)apz'(a

e Z rovnosti obou vah m = m, (1 +§7v
1 1

By (l"?v(a;-?;) *

mg (1 -

5. V bod# p¥ehrady v hloubece x, jehoZ vzddlenost od kraje prehrady je y, pfisob{
tlak ng, kde Q je hustota vody. Celkovd sfla je kolmé k rovind prfehrady & méd
v 8.

velikost P = 9 gx dy dx = -;— Qg s v = 706.1()6 N = 72000 Mp.
=0 y=0
Celkovy moment tlakovych sil vzhledem k pFimce x = 0 je M = / j?gx .
x=0 ¥=0

). §
o Xxdydx = —-33'— 0g S V3, tedy plsobisdtd s{ly leZ{ v hloubce F =3 vSe 40 m
uprost¥ed prehrady (z dfivodf symetrie).

6. Pro odhad predpoklédéme, Ze voda v celém bubnu rotuje spolu s lopatkami whlo-
vou rychlost{ w = 293 s'l. UZijeme vfsledku Feseného pifkladu 1 a dostaneme

pro rozd{il tlakf Py = Py mezi misty B a A Pp=P = Pchz érg -uxj).
Vy¥ka, do n{% kxapaelina hustoty 9 dostoupf, j¢ h = 298 L. e (rg - r%);

pro vodu h = 18,2 m.

7. Metacentrum je v tomto p¥{padd z¥ejm$ (dle definice) ve stiedu koule. PoloZime-
11 osu x do osy boje a poldtek do stredu koule, je souradnice t&Zi5t3 (brand
kladn¥ sm¥rem dold)

_ mx, ~(R+ £/2)
X m o+ m, +ut

Y

kde jsme vzali v uvahu, %e kulové t¥leso bdje mé tEXi35t3 ve stiedu kouls,
a délku tyde oznadili €. jeji hmota bude pak(a{a souradnice t32is5t8 - (R + f/2).
Podmfnka stability
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10. Nejmeni{ polom¥r, ktery miZe mit kulovs plocha, vedend kruznic{ o

2P |

4p = Qgh + ¥ = 341 N/m? = 34,8 mm vodnfho sloupce. {f
T N |

11. 2 b : pLTp A |
. arometrické rovnice p, = Py © (a podobn& pro misto B) plyne i
(), = 213°K, T = 289° i) |
|

918 T n f

a) Po =P, © ! T1 4 = 762,4 torr \‘

\

~ P17y A - f

b) hB = hA + ngi’ 1n ———pB = 230m+ 149 m = 379 m,. !

12. Celkovou sflu P, kterd urychluje pohyb baldnu “I
|

Ip >0
2m2x2

dédvd ‘{(212 + D)<

» coZ vyFeSeno dé < B +

- R = 75 Cl,.
@
fp

8. Z celkové vysky ¢ hranolu Je ponorena ddst ¢

» kde Pv Je hustotg vody.Té~
213t8 ponofené ¥ssti mé tedy vzdAlenostod zdkladny

o, ° ~5~» metacentrum je
dle citovaného pifkladu o vzddlenost 1, f x2 qs vySe. T&Zi5t% hranolu Je
S

ve vzddlenosti c¢/2 od zékladny, tedy pro stabilitu mus{ platit

v c+s12ds>c
[ 2T TV 7T

1%
D a \?2
Dosadime-~ = a2 2 = -1 a2 - I
adime-11 V = g%, o, éf‘x as = 3-8 ( 5 ) (v tomto pF{pad¥ moment

setrvainosti plochy S nezdvis{ na poloze osy), dostaneme podmfnku

®p ©p
> 6 ——— -
a ?v (1 9v) ’

Vv naSem pfipad¥ a >c¢ . 1,12,

9. Mysleme si bublinu roz#{fznutou na poloviny. Na jednu z obou polovin pfsob{

Jednak tlak po celém prafezu ﬂ'Rg, jednak tah povrchovéno nap&t{ dvojitého ‘J
povrchu bubliny podél celého obvodu 2ZR . P . 2. Ob& sily se rusf, majf tedy

stejnou velikost a p = LRE .

; goloméru T, |
Je prévé r, Nejvdt3{ pretlak V-bublince u ustf kapildry je tedy 22 (bubling |
T

mé jediny povrch). Pripodteme-1i hydrostaticky tlak QPgh, vychdz{ pietlak J
|

a prekonévd odpor vzduchu p¥i
stoupdn{, z{skdme, odetteme~1i od vztlakové sily pv T8 védhu vodiku QH Vg a véhu

obalu s gondolou G} piitom o Oy Jsou hustoty vzduchu a vod{ku. Dosedime-11i ‘(
za QV’-QH hodnoty hustot PVo’ PHo za podminek p¥i startu, uddvd velikost sily fr
P = P, namehdn{ lana. Hustota vzduchu PVo pri teploty 20° C a tlaku 760 torr ‘
8e vypotte z hodnoty 91 (pri teplots 0° C) uvedené v pfedeslé uUloze: |
Ovo = Pq + 273/293 = 1,705 kg m™3. Tedy naméhén{ lana p_ =
= ©yo - Po) Ve - ¢ = 3605 kp. ’ - ’

Vystoupf-1i baldon do visky h, kde je men3{ tlak p = p e-p° O vo8h |
se v témZe pom&ru jak hustota vzduchu Qv,-tak hustota vodigu QH' Tedy sila

-1
_ -p gh
P o= gV (Qy, - Pao) - € 0 §vo - G
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Baldn prestane stoupat, Je-11 s{la P = 0, FreZeni{m této rovnice stanovime
v¥sku vfstupu L
po V(p - )
- In —Yo ~%mo) _ 8,83 km.

hm B Pvo8 G

13. Pokud jsou souddsti vyrobeny z k¥emene o hustoty QK' Jsou vztlakove s{ly,
které na n¥ ptsobi, navzdjem v téme pom&ru, jako jejich véhy. Proto se mo-
menty vztlakovich sil na obou strandch vahadla kompenzujf g nenarusuj{ vyvi-
Zeni vahadla. Vztlak, odpovidajici objemu dutiny v kouli, viak nen{ ni&{m
kompenzovdn a mé velikost vyvg, kdef% Je hustota vzduchu. Je-1i 90 hustota
vzduchu p¥i tleku Pyr Je g, = pof)/po hustota pFi tlaku p. Véhu pFedm&tu do-
staneme, odedteme~1li vztlaky p¥i obou vyvéZenfch:

mg = Vg (p2 - pl) . po/po, tedy hmota
m = Vv (p2 - pl) . po/po.
Dosazeni (9, = 1,205 kg m™3 pri P, = 760 torr) davé
m = 0,09 mg.

14. Vyjd&te z rovnic (2) a (1) FeSeného pfikladu 3, kam pro oba p¥ipady dosadte
konkrétni tvar zgvislosti r = r(h). Integrac{ dostanete v pf{pad& vélce

. /4 4 2 f
- 2 =
T = \/R r 21 R -Z;-i a protoZe H = R

v 4 [3 e

R5/2\/-_2_—
v rl &8
a v pripadd koule

. 35/2 14

T - . L]
k 2 15\/2¢
PIibliZnd Fe3leni odpovidaj{ pribliZnému vyjddren{ rychlosti v2 v rovnici (1)
TeSeného p¥fkledu 3.

28 (hl - h?)
15, @ = 88, |
51 -5

16. Neni-1i prouddn{ vioZenfim trubice podstatns ovlivnéno, mfiZeme poklddat tlako-
vé pomdry v mistech oznatenych 1 na obr. 9,7 za stejné. Potom aplikac{
Bernoulliovy rovnice na proud&ni podél na obrsdzku naznac¢ené proudnice dosta-

i»

T

neme

v = \ﬁ(Pg‘Pl)/Qa
kde Q Je hustota vzduchu. pri odvozen{ jsme poklédali vzduch Za nestlatitelny,
coZ v daném p¥i{pady je pfijatelné zjednoduzeni.

2T S538»
o (5, + 32) + Névod: UvaZujte zménu hybnosti proudic{ ka-

- 140 -

-~

19. Bude-~1i potrubf uzav¥eno, ¥j. lze-1i poloZit rychlost Vody v potrubi v = g
. " R
lze zi{skat tlak v potrubf P podobn& jako u Pitotovy trubice. z BernoullioVy
rovnice, kterou napf{seme pro odpovidajfci proudovou trubici, plyne

.

1
PP o= pr 50
kde p je tlak v pohybujfcf se kapalin v blfizkosti gsts trubice, v = wy
. »
rychlost kapaliny a @ Jej{ hustota. Tlak p se shoduje s tlakem P,y se ktervnm
Jsme poiftali v Uloze 6. Je tedy vid&t, Ze vytladng V¥ska b’ bude nyng vatsd
neZ vyska h ve zm{n¥né uloze:

2.2
h’ _ p - pl _ h v2 w r2
= T—_ = + ?8~ = h + ———?8_.._ = 29,4 m

20+ Rozdil véhy kulidky a vztlaskové 8{ly na ni pisobic! se pPri rovnom&rném pohy-
bu mus{ rovnat odporu prostiedf:

-34—.7[’1'3 (Qo- e).g = 68X rv
Z toho rychlost:
(Po -
v = —2-—-—92;2‘0_)_% r2 = 0’0230 m/s .
2rvQ

Pro Reymoldsovo 8{slo dostévéme R = = 0,062, nedopustili jeme se tedy
uZitim Stokesova vzorce VEt3{ chyby nei 2 %.

?21. Ve vzddlenosti r) od stredu mé rotujfc{ disk tec¢nou slofku rychlosti ajrl, £ra-
die?t'rychlosti'v mezere je tedy Cvil/d a napdt{ 7tdri/d' S{la, pisobfc! ng
Plosny element dS pevného disku, je S .7 w r1/d, jejf moment vzhledem k ose o
Jje pak ds-ycdrf/d. Celkovy moment se z{sksg integrac{ pres plochu kruhu s:

r
nuwr} nw 2 pwr?
D = S T as = T rl . ZJlJrldrl = :Zd = 0)456 . 10-7 Nem.
I‘l=0 )

22. Otdei-14 se deska kolem bodu A Ghlovoy rychlost{ W =% ( #je {nej otocenf),
lze stejn& jako v predchozf dloze stanovit moment si] viskozity:

4
Wwr-~ W
S

S

zde r zna¥{ vzddlenost od bodu otalen{ A,integrace se provad{ pres celou Jednu
stranu desky (druhou Stranu zapod{tdavame dvojkou pred integrsiem). Posledn{
integrél je viak moment setrvacnosti plochy S (kterou bereme, Jekoby milg
plodnou hustotu hmoty Jednotkovou) vzhledenm k bodu A. Hoanotas integralu je
tedy 2 87 . 7'R2.

Brzdny moment D je pak treba dosadit do pohybové rovnice fyzického ky.
vadla

T % MR®. .Tato rovnice mg Jako resen{ tlumené harmonicks kmity s dekrementem
utlumu
A= z
\/2g Md)g_l
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23. Poiseuilleliv vztah dévd, je-1i g gravitadnl zrychlen{ a g = 0,998 g/cm3 husto-

ta kapaliny '

4
T'r’'t —P_VT'
T= gzv O -2gr7y G
kde druhy &len je Hagenbachova korekce na Ubytek tlak/na zatdtku kapilédry,

m empiricky sou¥initel s hodnotou pohybujic{ se okolo 1,l.

Prvn{ s&itanec ddvé hodnotu bez korekce 7 = 9,63 .'10"3 péiee. Korekce
&in{ asi 1,7 %, korigovand hodnota 77 = 9,46 . 1073 poise. Tabulkovéd hodnota
je 9,67 . 1073 poise. Reynoldovo &islo se pro proudéni trubici zavdd{ jako

R = ov. (2r)/n ,

kde v je stFedni rychlost proudsni trubicf: v = V/( T'x?t). V nedem pi{pads
R vyjde asi 130, lamindrnost proudén{ je tedy zaruZena.

24. Poklesne-1i vyska hladiny za &as dt o (-dh), je vytekly objem kapaliny za tu-

to dobu - S(h).dh. Dle Poiseuilleova vztahu je tento objem, protekly kapilé~
rou p¥i tlakovém rozdflu Ap = Pgh (P - bustota kapaliny) dén vyrazem

4 o
8—":2-% Ap.dt = -S-’E?Pgh at
Porovnénim dostdvéme vztah pro rychlost klesdn{ hladiny
dh n ol

at  s(n) 8vl

kde V=M/0 je kinematicky koeficient viskozity. Mé-1i rychlost byt kon-
stantn{, mus{ byt S(h) umdrné h. Rotatn¥ symetrické nddoby, kde mé hladina
stédle kruhovy tvar, lze charakterizovat zdvislost{ polomdru R kruhu na vysce
hladiny h. Pak plocha S5 = Z'R? a konstantni rychlost kleséni hladiny vyZaduje
splnén{ vztehu R = k Vh (x kxonstanta).

Integraci rovnice pro rychlost v mezich hl aZ hp

ho
~ svi S(h)
5

dh

rrt
rghl

Doba 7’ je tedy primo umsrnd koeficientu ), soucinitel uvje (pri daném gra-
vitadnim zrychlen{ g) urden geometrickymi rozméry zarizeni.
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10 Vin&ni 28 akustika

l.v = Vapp 2 330 :n/s. Poissonova konstanta & = 1,4.

2. v = VoxE/oM = 336 n/s. M =

14 kg je kilomol dus{ku. -
ctante w13, Poissonova kon

3. Rychlost zvuku ve vzduchu v £ \A (1 + t/2), kde v, &

: = 331 m/s je rychlost
zvuku pii teplot& t = 0 g 22 (1/273) grad 1 Jje teplotn{ koeficient rozpina-
vosti plynu. Teplota vzduchu ve vysi x nad zem{ t = (20 - 7.1073 x)° ¢

: Fak h

dx . .
g = / —v— = 30,2 8.
v o »
4. Za predpokladu adiabatické zmsny je [9B) = .49
rrpotad : : y 3 P Jag x 3 (Q je hustota plynu). Ozna-
o ou vychylku &dstice plynu u, pak
ao Ju
K% cT 9x ¢t
. Ju -
u = uovsin Wt - x/c); =3z = - (uew_/c) cos W(t -~ x/e¢) = - i: =
= = =, 2 toho pak & . 2 —
¢ pa R
P c
5. sinoG/sin (1/2) = v /v,; o = 13%3° .
6. Z Hu
ygensova principu lze odvodit, Ze vy = v, sin (f/2).

T. Z Rayleighova vyrazu pro grupovou rychlost u = v -/\& dostaneme v jed-
notlivych p¥{padech tyto vysledky: an

a) u.= v = g

b) u = 3v/2

¢) u = 2v

) u = v(1+bA?) /(1-bA2)

8. Podélné viny se si: % it kd . :
ny 8ir{ v pevnych ldtkdch rychlosti vy =V\/E/0 a priéné viny

rychlostf v, = Ve = \/mE/Z (m+1)p = vaip/ 2 (m+ 1)0 = 2740 w/s.
E Je Youngfiv modu
ta m&di.

1 s je "
. pruZnosti v tahu, G je modul torze a 9 2 8,9 g/cmd Je husto-

9. ¥V = 1256/2% 4% 200 Hz
1256/3,7 + 338 m/s
2/3,7 ¢ 1,69 m
o 1256 . 1074 /s

> o
" ]

«
"

P, = P@Wecu, = 54,7 n/w?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

w =0 w?A?/Q, kde O je hustota prostredi, & kruhovd frekvence a A amplitu-
da kmitajicich &dstic.

1 =Q(UVA

Z t&chto dvou vztah® plyne pro hustotu energie w = pg / 29‘!2
= - 2
I = wv = Py / 2¢0v |
Ve vzduchu w, = 3,54 .10714 g/p3, I, = 11,7.10°2 g/u?,
ve vodd w, = 2,27.10712 g 3, I, = 33,7. 10710 5/m2,

JestliZe rovinné vlny postupuji ve sméru osy x, pak pro body, ve kterych jsou
kmity vzbuzené obdme vinami ve fdzi, musi platit

(wlt - xnkl) - (wgt - xnkz) = n.2 ¥

kden=0, l, 2.0-0; (4.)1,
=2 .7Z’//'\,2 Jsou vinové &fsla pirfslusng Jednotlivym vinédm.

W, jsou kruhové frekvence a k) = 27[‘/)\,1, k, =

" Vzddlenost 4 = X1 - X, = 12 'A’l / (.11 --/‘\2).
Sourradnice x bod&, ve kterych souhlas{ fdze v sase t, urdime 2z rodminky
(wlt - x k) - (w2t° xkz) =0
Soufadnice x bodf, ve kterfch souhlas{ féze v Zase t°, uréime z podminky
(cdlt -x k) - (wzt -x k2) =0
X - x
(Vllz -V, .7\,2) / (.A.2 - )ul).

Rychlost u = e

t -t
Pri interferenci nastdvd minimum pro dréhovy rozdf{l A{= kA. Posunutim tru-
bice T) o d zmé&nime dréhovy rozdfl o 24. JestliZe d.je vzdélenost mezi sou-
sednimi zeslabenimi, pak 2d =/\=>.7\ = 3 cm.

Vo= v/A & 1,15 .10* Bz. Rychlost zvuku ve vzduchy p¥i teplots t = 25%,

v & 347 m/s.
1V = MY = \feofer = 0,2

v Je rychlost zvuku, © Je hustota plynu, index 1 prislus{ vzduchu, index 2
vod{ku.

ke/2{ &

a) v =

a k . 344/1,5 =

k . 229,4 Hz.

(2k - 1) o/ad 2 (2~ 1) . 114,6 m,
kde k = 1, 2, 3 ... a ¢ je rychlost zvuku ve vzduchu pri teplots t = 20° g.

b) Vy

V] -V = 8 Hz, v/, = \/ 15/16; V= 252 Hz,
Ovérime, provedeme-11i prisludné derivace naseho vyrazu a dosadime-1i Je do
vlnové rovnice,

°Yy  _ _ 1 4 k el(@t~kx)

Ix

2 ’ ’

9: = 32 4 k2 llWt-kx) _ _ A k2 ei{Wt-kx)

ax

{
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AN

2y 1(Wt=~kx)
St = i1 AWe

2

avy -
A QL=
t

Po dosazen{ dostaneme
w = v.k

]
Jestlife W = v i, pak deny vyraz Vyhovuje vinové rovnici.
Vlnové ¥fslo k = 2 /A, kde A Je vlnové délka.

17. Netopfr slys{ tém o kmitodtu V= 4,5 .104 Hz a zvuk odraZeny od stény kmito-

tu V' = ev/ (e - v) =4,58.10% Bz Kmito¥et vzniklfch rézg Vo=V -y =

18. V bod¥ A je vnimdn zvuk laditky jako ton kmitodtu y. = Ve/(ctv). Sténa ve

1

ﬁinkc:l"pozorovatele" prijimd ton o kmitodty U2 = Ve/(c~v), ktery odrdz{.
Tény o kmito¥tech YV, 8 v, dévajf rézy o kmitoctu Ve = Vo=V = 3 H
y = V.. ¢/2v = 2040 Hz.

19. Tlakové amplituda P = fwv.u,

20‘

21.

22.

v P P
s = — S e
amplituda elongace U pwv zﬁ’yg)v !

kde p Jje hustota prostredf, w kruhovd frekvence, v rychlost Zvuku.

Ve veduchu je Uy & 0,75 . 1070 na v, = 0,754=5,2. 1077 n/s

U, * 0,75 .10 n
Ve vod¥ je Ub' 2 2,0, 108
A= 10 10g (1 /1) = 70 féns
. /\1 = 10 log {I,/I)) = 40 £4ns.
Pak —3~ = 1000. I, Je prahovd intenzita srovnavacfho ténu 1000 Hz.
1
/\1 = 10 log (I,/1)) = yo £éns
A = 10 10g (10 I,/1,)) = 100 fént

I1 Jje intenzita zvuku v pozorovaném mistd ogd Jednoho motocyklu,

"I, Je prahové intenzita srovndvaciho tonu 1000 Hz.

Ladidku vzhledem k uvedenym vzddlenostem povaZujeme za bodovy akusticky zdroj.
Amplituda tlumené kulové vliny s koeficientem utlumy je U, = (/) oot
kde € Je vzddlenost od zdroje, A je pocétedni amplituda v Gase t = 0,

Ve vzddlenosti {1 klesne Uo rod préh slyseni o 30 s drive ne: Vv m{std vzd4-
lenénm {9 0d zdroje. Musi platit

(afye 8% . (a/2,) &3 av)
- -4t

€ /4L

/1 ; 8= 0,077 571
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23. U bodového zdroje klesd intenzits se &tvercem vzddlenosti. Bez absorpce pro-
el
stredim by 1,/1, = £,/ €2 .
P¥i absorpci s koeficientem utlumu k plat{

1, = {i I, e'k({2' {1) /{‘; = 8;06 . 1074 erg/cmzs.
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